KVANTETOPOLOGI I EN NODDESKAL

SOREN FUGLEDE JORGENSEN

Det fglgende er noter fra foredraget “Kvantetopologi i en ngddeskal”, Aarhus Universitet, 14.
september 2012. Seneste version af noterne kan i skrivende stund findes pa http://fuglede.dk/
da/maths/notes/other/. Dette er versionen fra 11. november 2014. Kommentarer og rettelser kan
sendes til s@fuglede.dk hvor de modtages med kyshand.

1. CHERN-SIMONS-VIRKNINGEN

I foredraget her vil jeg diskutere, hvordan man ved at bruge metoder og idéer fra matematisk fy-
sik kan sige noget klogt om 3-dimensional topologi. Helt konkret vil jeg tale om en bestemt invariant
af 3-mangfoldigheder, hvordan den opstar som et bestemt fysisk integral, der som udgangspunkt
ikke er defineret, hvordan vi kan forstd 3-mangfoldigheder ved brug af dette udefinerede integral,
og hvordan vi kan forsta det udefinerede integral ved at forsta 3-mangfoldigheder. Jeg vil forsgge
at holde diskussionen pa et lavt og overfladisk niveau — pa bekostning af preecision og, i mindre
grad, korrekthed (sa undlad at bruge noterne som andet end noter) — for at danne et overblik over
det matematiske felt, der er opstaet som et resultat af studiet af invarianten og som undertiden
kendes som kvantetopologi, samt de forskellige grene af matematikken, der har haft indflydelse pa
feltet.

Vi far brug for en smule notation: Lad M veere en n-mangfoldighed. Det vil sige et topologisk
rum (der er Hausdorff og andenteelleligt), hvor hvert punkt har en omegn, der er homgomorf med
R™. Er M tilstraekkeligt peent sat sammen (er M glat), kan vi give mening til differentialformer pa
M. En k-form pa M vil tage k tangentvektorer i et punkt p pa M og give et reelt tal pa en sadan
made, at tilknytningen aftheenger glat af punktet p, er multilinezer i hvert punkt, og er alternerende
i tangentvektorerne: For en k-form w og tangentvektorer Xq,..., Xy i p € M gealder

wp(Xla-~-7Xi7~-~7Xj7--~7Xk) :_Wp(X17--~7Xj7---7Xia---an)-

Ofte betegnes med QF (M) rummet af k-former pa M. P& vektorrummene af former har vi fglgende
operationer, som vi for overblikkets skyld undlader at definere i detaljer:

e Kileprodukt: Hvis wi og wsy er en k-form hhv. [-form pa M, findes en naturligt defineret
(k + I)-form wy A wa.

e Ydre differentiation: Hvis w er en k-form er der et differentiationsbegreb, der giver en
(k + 1)-form dw.

En af de veesentligste pointer med former er, at de forteller en, hvordan man skal integrere pa
en mangfoldighed. Lidt mere praecist kan man integrere en k-form over en delmangfoldighed af
M, der har dimension k. (Sammenlign dette med geometrikurset, hvor man ser, hvordan fgrste
fundamentalform forteller os, hvordan man integrerer over en flade men leeg maerke til, at fgrste
fundamentalform er symmetrisk og ikke antisymmetrisk).

Lad fra nu af G = SU(N) veere Liegruppen af uniteere N x N-matricer med determinant 1 og
lad g = TiqG betegne rummet af skeevhermiteske matricer (dvs. A = —A*) med spor 0.

Definition 1. Lad M vere en (orienteret) kompakt 3-mangfoldighed. En konnektion i det trivielle
G-bundt over M er en skavhermitesk matrix A af 1-former med spor 0. Den klassiske Chern-
Simons-virkning af A er givet ved

1 2

S(A) = —/ tr(ANdA+-ANANA) ER.
87T2 M 3

Her er i kileproduktet gemt en matrixmultiplikation, saledes at begge summander er matricer af

3-former pa M, sé sporet, der generelt ikke laengere vil veere 0, giver mening.
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Edward Wittens [?] idé var at bruge Chern-Simons-virkningen til at definere en topologisk invari-
ant af 3-mangfoldigheder ved at se pa virkningerne af alle mulige konnektioner pa 3-mangfoldigheden
pa én gang. Dem er der ret mange af, sd vi starter med at begraense opmeerksomheden ved at bru-
ge en naturlig symmetri (der egentlig kommer af at se pa overlejringstransformationer i bundtet
G x M — M): Lad A(M) veere rummet af konnektioner pA M og lad os sige at to konnektioner
A, B € A(M) er ®kvivalente, A ~ B, hvis der findes en funktion g : M — G sa

B=g 'Ag+g"dg.

Her er det i notationen gemt, at det giver mening at differentiere afbildninger pa G og pa en
eller anden made ende med noget, der har veerdier i g. Nu viser det sig, at der for skvivalente
konnektioner A og B geelder, at S(B)—S(A) € Z, sa vi har med andre ord en veldefineret atbildning

S: A(M)/ ~— R/Z.

Idéen er s& nu at betragte det komplekse tal
(1) 75 (M) = / exp(2mikS(A)) DA.
A(M)/~

Her er k et naturligt tal, der kaldes niveauet. Det fgrste vi bemaerker er, at rummet vi integrerer
over er uendelig-dimensionalt, sd det er som udgangspunkt ikke klart hvad malet DA betyder.
Antagende at alt virker som det bgr, har vi dog her konstrueret en topologisk invariant: Integralet
afhaenger kun af topologien af M, si hvis der for to 3-mangfoldigheder M; og My gaelder, at
Z,nyS(Ml) # Z,iys(Mg), kan vi konkludere, at M7 og M ikke er homgomorfe. Ofte omtales stgrrelsen
Z};ys(]\/[ ) derfor som niveau k-kvanteinvarianten af M, og det matematiske felt, der omfatter studiet
af kvanteinvarianterne kaldes kvantetopologsi.

2. KVANTEFELTTEORI GENERELT

Integralet 1 kom umiddelbart ud af det bla. Lad mig her forklare hvordan det i virkeligheden er
en del af et stgrre billede.

Kvantefeltteori kan, kort, siges at veere studiet af kvantemekaniske systemer med uendeligt
mange frihedsgrader. Det har sine rgdder i 1950’erne men er matematisk set endnu ikke specielt
velforstaet — der er eksempelvis ikke én accepteret matematisk definition pa begrebet , kvantefelt-
teori“. Et konkret problem er studiet af kvantemekaniske systemer af N partikler, nar N bliver
stort, som f.eks. er tilfeeldet i faststoffysik. Typisk angribes kvantemekaniske systemer gerne med
Schrodingerligningen, hvor det for tilstraekkeligt peene potentialer er muligt at lgse de resulterende
ligninger, hvis N er i naerheden af 1, men generelt er det umuligt at sige noget analytisk.

En generel (sakaldt Lagrangesk) formulering af kvantefeltteori fglger Feynmans formulering af
kvantemekanik i termer af sti-integraler. I denne gnsker vi objekter, vi kan kalde ,felter” samt
et klassisk (modsat kvante) virkningsfunktional S, der til felter knytter reelle tal, og som opfgrer
sig sddan, at “fysiske felter” svarer til stationaere punkter g—i = 0 (sammenlign med ligningen for
geodaeter fra geometri). I dette setup er det muligt at uddrage fysisk information fra den sidkaldte
partitionsfunktion

/ exp(2miS(A)/h) DA,
felter A

hvor & er Plancks konstant. Integralet kaldes et ,sti-integral“: At det ikke er en helt tosset idé
kan man f.eks. overbevise sig om ved at betragte dobbeltspalteeksperimentet (tegning). Hvis man
i dette vil finde sandsynligheden for at observere en partikel et bestemt sted, gor man det typisk
ved at betragte partiklerne som bglger og udregne bglgernes amplituder. Feynmans postulat [?]
siger i dette tilfeelde, at partikler i en vis forstand bevaeger sig langs alle stier pa én gang: Sand-
synligheden for at en partikel bevaeger sig langs en sti i en bestemt region af rumtiden er givet ved
et komplekst bidrag fra alle stier i den region; stiernes bidrag har samme stgrrelse, men forskellige
faser /komplekse argumenter, der bestemmes af den klassiske virkning. Dette kan umiddelbart virke
underligt, men ud fra dette princip er det f.eks. muligt at udlede Schrédingerligningen.

I dette setup er vores integral (1) altsd et specialtilfzelde, hvor felterne er modelleret ved kon-
nektioner; nar det er tilfzeldet, kalder man ofte teorien en gaugeteori. Et andet velkendt eksempel
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pa det samme er Yang-Mills-teori, hvor de underliggende mangfoldigheder nu er 4-dimensionale,
og hvor ligningen % = 0 i specialtilfeeldet G = U(1) specialiserer til Maxwells ligninger fra elek-

tromagnetisme.

3. OM STATIONZER FASE

Lad os vende tilbage til spgrgsméalet om, hvordan vi bgr tolke integralet i (1). Den grundleeggende
idé er, at de primeere bidrag til integralet, nar k er stor, kommer fra stationsere punkter 5/ A = 0;
veek fra disse punkter vil oscillationerne i integranden give bidrag med modsat fase, der gar ud
med hinanden i integrationen. Mere preaecist har vi fglgende:

Seetning 2 (Stationeer fase-approksimation). Lad f: R™ = R og g : R™ — R vere glatte funktio-
ner, sa f har endeligt mange ikke-degenererede kritiske punkter, og g har kompakt stgtte. Da har
vi den asymptotiske opforsel

n/2 i ik
[ M) d v (2}9 )T ket 1C)

veom(f) \/|det Hess, (f)]

Det er nu naturligt at antage, at noget tilsvarende ggr sig gaeldende for vores heuristiske sti-
integraler; at de vaesentligste bidrag til integralerne kommer fra stationsere punkter for virkningerne
S, og det er her, Chern-Simons-teori udmeerker sig: De stationaere punkter for Chern-Simons-
virkningen er de sakaldte flade konnektioner, der opfylder at dA + A A A = 0. Tager man akvi-
valensklasserne af disse konnektioner under sekvivalensrelationen fra tidligere ender man med en
endelig-dimensional kompakt mangfoldighed M (M), der kaldes modulirummet af flade konnektio-
ner, og som (under afbildningen der til en konnektion knytter dens holonomi om en given kurve)
kan identificeres med representationsvarieteten

Hom(m (M), G)/konjugering.

Ydermere viser det sig, at S : M(M) — R/Z er lokalkonstant og derfor antager endeligt mange

veerdier sq, ..., s,. I lyset af stationser fase-approksimation ledes man da til formodningen (se [?]),
at der findes konstanter a; € C, d; € %Z forj=1,...,nsa
n
(2) Z,iys(M) ~k oo Z e*™ksi i q; 4 led af lavere orden.
j=1

4. STRINGENT DEFINITION AF KVANTEINVARIANTEN

Det er umiddelbart svaert at tjekke en pastand som (2), da kun den ene side er veldefineret.
Hvad man i stedet kan hébe pa er det folgende: Maske findes en matematisk veldefineret invariant
Z, der har tilstreekkeligt mange af de samme egenskaber som Z,iys til at veere veldefineret. Er dette
tilfeeldet, vil det da give mening at tjekke (2) for denne nye invariant; holder formodningen vil man
med (mere) rette kunne pasta at have givet matematisk mening til Z]iys og dermed sti-integralet.

Den ,egenskab* ved Z,iys vi her er pa jagt efter er dens opfgrsel under limning: Hvis vi har givet
to mangfoldigheder M7 og Ms — der nu tillades at have en flade ¥ som rand, OM; = OMs = X
— giver det mening at lime mangfoldighederne langs fladen og konstruere en ny mangfoldighed
M = My Us, Ms, der nu er uden rand. Witten observerede nu, at Z,iys(M ) kan bestemmes ud fra
ZY*(My) og ZY*(Msy). Invarianter med denne opforsel blev da aksiomatiseret til hvad, der i dag
kaldes topologiske kvantefeltteorier og konkrete eksempler blev fgrst konstrueret af Resjetikhin og
Turaev, [?], [?]. Se [?] for en omfattende diskussion.

Lad os diskutere, hvordan deres konstruktion gar, ndr G = SU(2). Var man til min forrige FFS,
vil man vide fglgende:

Seetning 3 (Lickorish-Wallace, Kirby, Fenn-Rourke). Der er en bijektion mellem mengden af
lukkede og orienterede 3-mangfoldigheder op til homgomorfi og mengden af bandede links i S® op til
sakaldte Kirbyflytninger (tegninger). Tilknytningen af 3-mangfoldigheder til links kaldes ,kirurgi*
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Hovedpointen er nu, at der findes knudeinvarianter J,,, m € N, kaldet de farvede Jonespo-
lynomier, der til et link L knytter et Laurentpolynomium J,, 1.(q), saledes at gennemsnittet af
J1,0(exp(27mi/k)), ..., Jp,r(exp(2mi/k)) ikke sendrer sig, hvis man foretager Kirbyflytninger pa L.
Specielt giver de pr. ovenstdende satning anledning til en invariant af 3-mangfoldigheder: Lad
M = S3(L) veere en 3-mangfoldighed, der opstar ved kirurgi pa et link L i S3. Lad da Z, (M) vaere
dette gennemsnit af de forste k farvede Jones-polynomier evalueret i exp(2mi/k) — dette er vores
kvanteinvariant.

Jonespolynomierne blev opdaget af Vaughan Jones under hans arbejde med von Neumann-
algebraer, der ikke umiddelbart har meget med knudeteori eller Chern-Simons-teori at ggre, og har
en naturlig definition i termer af kvantegrupperepraesentationer; det var denne tilgang, Resjetikhin
og Turaev gjorde brug af.

Lad mig her til sidst ggre opmaerksom pa, at man i litteraturen vil se, at definitionen pa Zy (M)
normalt ikke gar helt s& let — for at sikre sig, at Zj opferer sig under limning, som den bgr, skal
definitionen sendres med en faktor, der viser sig at vaere en kompleks enhedsrod. Hvad der viser
sig at veere endnu veerre er, at man er ngdt til at udstyre M med en ekstra topologisk struktur,
kaldet en ,framing®, for det komplekse tal Zx(M) er veldefineret. Dette antyder, at det ikke er
muligt direkte at definere et mal DA i (1), men at der er andet pa spil.
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