GEOMETRI-TO, UGE 6

Hvis I falder over tryk- eller regne-fejl i nedenstaende, ma I meget gerne sende rettelser til
fuglede@imf.au.dk.

Opvarmningsopgave 1. Lad f : R? — R vaere tre gange kontinuert differentierbar. Vis at
0 9 9f 9 9 of
Ox1 Ox1 Oxa  Oxo Ox1 OT1
Bevis. Helt generelt gaelder for f € C*, at
oFf o f

8l‘i1 813% (’)le ...8l‘jk7

hvor j; = o(4;) for en permutation o € Si. I termer af differentialet og den generaliserede udgave
af Seetning 4.22, der er naevnt nederst pa side s. 40, er

Dgfzo (61, €1, 62) = Dgfzo (62, €1, 61).
Idéen er, at vi ved at kgre den induktive definition har
D? fyy (b1, ha, hs) = (D(D(D f)hy)h2)a,hs,

og ved at samle et vilkarligt par af disse D’er til et D? og siledes kan ombytte vilkarlige par
hiyhiv1. At dette giver muligheden for at foretage vilkarlige permutationer af h;’erne fglger af,
at simple transpositioner frembringer S,, som gruppe (hvilket dataloger kender som bubble sort).
Helt eksplicit geelder i vores opgave, at

D fry(e1,e1,e2) = (D*(Df)er)ay (€1, €2) = (D*(Df)er), (€2, €1)
= D fyy(e1, e2,e1) = (D(D*f)(er, €2))ay(e1) = (D(D? f)(e2, €1))mq (1)
= D3fy, (e2,e1,e1).
|

Opvarmningsopgave 2. Lad Q : M,(R) — M, (R) vere afbildningen Q(A) = A2. Vis at Q er
glat.

Bevis. Pr. definition er afbildningen glat, hvis den tilsvarende afbildning R™ — R" er det. Hvis
A;j = aij, er indgang (i,7) i A% givet ved

n
(4% =) aa;.
=1
Vi er med andre ord interesserede i afbildningen, der til

2
n
(@11, -+, 810, @215+, G2y -, Oply- oo, Gnpn) € R

. 2
knytter vektoren (b;;); j=1,..» i R, hvor

n
bij = E a;a;,
=1

og vi skal vise, at denne er C* for alle k. Det er imidlertid klart, at alle de k’te partielle afledede
mht. koordinaterne a;; eksisterer og er kontinuerte.
1
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Hvis man vil vise det ud fra definitionen (hvor vi som normen i definitionen pa differentiabilitet)
bruger operatornormen |||, er sagen noget vanskeligere. Lad os om ikke andet vise, at @ er differen-
tiabel med differential DQ 4(B) = AB+ BA. Ved at bruge submultiplikativitet af operatornormen,
far vi

| A% — AF —dQa,(A—Ao)| i |A> — AF — Ag(A — Ag) — (A — Ap) Aol

li -1
AN, A — A AN, [A— Ag||
_|lA2— A2 — AgA + A2 — AAg + A2
= lim
A—>Ao HA—AOH
(A= Ag)?| A= Aq|?
= e 0« ke 1
AT AT Al S AN, AT A
= lim ||A — Ao| =0,
A—Ap

hvilket viser, at @ er differentiabel, og at D@ 4 er differentialet af Q. Tilsvarende kan man finde,
at 1)262,4(317 Bg) = B1B2 =+ BgBl, og at

DkQA(Bla . aBk) =0
for k > 2 og alle A, By, ..., By € M,(R). |

Opvarmningsopgave 3. Antag at (X, d) er et metrisk rum. Lad T veere familien af &bne maengder
i X givet ved metrikken. Vis at T er en topologi.

Bewis. At () er dben er den tomme betingelse. At X er dben er oplagt, da der for alle x € X gzelder,
at B(z,r) C X, uanset hvad r > 0 er. At systemet af &bne meengder er lukket under endeligt snit
og vilkarlig forening blev vist for to uger siden. O

Opvarmningsopgave 4. Lad X = {0, 1} veere det metriske rum med to punkter 0, 1, der har
afstand d(0,1) = 1. For hvilke reelle tal » > 0, geelder der, at den lukkede kugle B(0,r) er
afslutningen af den &bne kugle B(0, 7).

Losning. Husk at B(0,7) = {z € X | d(0,x) < r}, og at afslutningen af B(0,r) er den mindste
lukkede maengde, der indeholder B(0, 7). Bemark, at alle delmaengder af X er lukkede, s i dette
tilfzelde er der ingen forskel pa en mzengde og dens afslutning. Det fglger, at

B.r) = {{0}, r<l,

{07 1}7 T 2 17
I 0 <1,
BO.) = B(0,r) = 4 10h 7=
{0,1}, r>1.
Den lukkede kugle er altsa afslutningen af den dbne kugle, hvis og kun hvis r # 1. ]

Til naeste opgave far vi brug for felgende resultat.

Szetning 1 (Middelveerdissetningen pa R). Lad f : [a,b] — R were kontinuert, si f|p) er
differentiabel. Da findes et ¢ € (a,b), sd
f(b) — f(a)

o=

Bevis. Beviset kan ses som et resultat af integralmiddelveerdisaetningen, Saetning 3.24 i Beltoft-
Thomsen, brugt pa funktionen f’, hvis man yderligere antager, at denne er kontinuert (dvs. at f
er C1). Her er et kort bevis, taget fra Ebbe Thue Poulsens Funktioner af en og flere variable, der
ikke ggr brug af integrationsteori:

Lad I(z) : [a,b] — R veere den linesere (affine) funktion, sd i(a) = f(a), [(b) = f(b). Denne har
konstant haeldning
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Lad h : [a,b] — R veere givet ved h(x) = f(z) — l(x). Da er h differentiabel, og h(a) = h(b) = 0.
Det betyder, at der findes et ¢ € (a,b), s& h'(c) =0, og vi har si, at
b) —
f/(c):h/(c)+l/(c):f( ) f(a’)
b—a
O

Opgave 1. Lad I C R vaere et dbent interval og lad f : I — R™ veaere C!. Definer g : [ x I — R"

ved
f(m) fw)
, T FY,
g(@,y) =9,
f (LL‘), =Y.

Vis at g er kontinuert, og at g er kontinuert differentiabel i I x I'\ {(z,z) | = € I'}. Vis ydermere,
at hvis f er to gange differentiabel i et punkt xq € I, da er g differentiabel i (xg,xg).

Bevis for (a). Vi starter med at vise kontinuitet af hver koordinat g;, 1 < ¢ < n. Lad (x0,90) €
I x I. Hvis g # yo, findes en lille omegn omkring (xo, yo), hvorpa
f fily
gi(ay) = OS]
r—y

og kontinuitet fglger af kontinuiteten af f;. Antag derfor at yo = xg, og lad os vise, at f; er
kontinuert i (2o, o). Lad £ > 0 veere givet, og veelg 6 > 0, sa |f/(z) — f/(y)] < ¢ for |z — y| < 4.
Lad nu (x,y) € B((xo, o), %) og antag, at > y. Hvis = y har vi |z — xo| < § og

|9i(z, ) — gi(zo,0)| = | f; (z) = fi(zo)| <e.
For x # y, kan vi ifplge Seetning 1 ovenfor veelge et ¢ € (y,xz) s& f!(c) = ¢i(x,y). Som ovenfor er
e — x| < 9, s

|9i(2,y) — gi(wo,0)| = | fi(c) — fi(zo)| <&,
hvilket viser kontinuitet. O
Bevis. Lad os give et nyt bevis for kontinuitet, der er lettere at generalisere. At g er kontinuert

differentiabel veek fra diagonalen i I x I fglger af differentiabilitetsseetningen, da vi ser, at de
partielle afledede

@), f@)

8x<x7y) z—y (v—y)?
o9, fW)_ W)
oy Y = ey T -y

er kontinuerte. Specielt er g ogsa kontinuert vaek fra diagonalen. Lad os nu se, hvorfor g er kontinuert
pa diagonalen.
Definer ¢ : I — R™ ved

U(z) = f(z) — 2f (o)
med henblik pa at beskaeftige os med den afledede af 1, som her blot er

¥ (@) = f(x) = f'(wo).
Lad e >0 og zg € I. Da f er C', er f' kontinuert, s& der findes 6§ > 0, s&

[Tl = 19" ()] = 1f'(2) = f'(zo)ll <
for alle z € B(xo,9). Lad (z,y) € B((zo,x0),0). Da er specielt [z,y] C B(xzg,d). Hvis x = y, er nu
lg(z, y) — g(o, xo)[| = | f'(z) = £ (o)l <e.

Hvis  # y folger af middelveerdissetningen (fra noterne), at

1f(x) = f(y) = (@ = y)f (o)l = [¢¥(z) =W < |z —yl| sup [|Je:] < |z = yle,

z€[z,y]
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og ved division med |z — y| far vi

H K1)

llg(z,y) — g(xo,w0)|| = <e

som gnsket.
Antag nu, at f er to gange differentiabel i xy. Vi pastar nu, at differentialet af g i xg er den
linezere afbildning R? — R, givet i standardbasen ved matricen

11

1f”(ﬂco)

Specielt skal i s& fald geelde, at

Tgan((2,9) = (20, 0)) = 31" (o) (& +y — 20).

For at vise, at g er gange differentiabel i zq, fglger vi vinket pa ugeseddelen og betragter ¢ : I — R"
givet ved

p(x) = f(z) — 2 f (20) — 5(x — 20)* " (x0)-
Lad € > 0 vaere givet, og veelg §, sa der gaelder

valde:ll _ sllf(2) = (o) = (2 = z0) f"(wo)l

|2 — o |2 — o

<e

for z € B(xg,d). Dette er muligt, da f’ er differentiabel i x.
Lad (x,y) € B((xo,%0),0) med (z,y) # (xo,x0). Hvis = y har vi nu

lg(z,y) — g(z0, 20) — 5" (x0)(x +y — 2z0)| _ ||f"(x) — f'(x0) — f" (o) (& — o)
H(xay) - (xova)” \/§|I — I0|

For x # y far vi som ovenfor, at
p(@) = ply) = f(z) = fly) = f'(@o)(z —y) — 3./ (z0)((z — 20)* = (y — v0)*)
= 9z 0)(@ — ) = £ (@) (&~ ) ~ o (@) ~ 4 2zof — )

=g(z,y)(x —y) — [ (wo)(x —y) — 5" (w0)(x +y — 220) (z — y).

Bemeerk nu, at der for alle z mellem x og y geelder, at

<e.

|2 = o] < & — ol + |y — zo| = [I(z,) — (x0, 20)ll < V2||(z,y) — (x0,20)]-

Alt i alt far vi altsd ved at bruge middelveerdiseetningen pa ¢, at

lg(a:y) = glao,m0) = 31" (o) +y — 2a0)| _ ! le() - ¢l
[Gy) = (0,0 [@y) — ool la—y
¢
< sup
i T@,9) = (@o,20)]
<5 s el

z€[z,y] |Z - Z0| N

Vi konkluderer, at g er differentiabel i 2 med differential givet i (1). O

Opgave 2. Lad Q C R veaere meengden af rationelle tal. Beregn randen 0Q.

Losning. Pr. definition er 0Q = Q \ int(Q), hvor Q = R\ int(R \ Q). Husk desuden, at et punkt
x € A kaldes indre, hvis der findes en dben omegn U C A om zx.

Specielt finder vi her, at int(R \ Q) = @ (da en hvilken som helst kugle om et irrationalt tal
indeholder rationale tal), at int(Q) = @ (da en hvilken som helst kugle om de rationale tal indeholder
irrationale tal), at Q = R, og dermed at 0Q = R. n
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[S], Opgave 5.9.3. En afbildning mellem to topologiske rum, f : X — Y, kaldes kontinuert i
x € X, sdfremt f~1(V) er en omegn af z for enhver omegn V' af f(z). Vis at dette stemmer overens
med begrebet for metriske rum.

Vis ydermere, at f er kontinuert, hvis og kun hvis den er kontinuert i alle punkter x € X.

Bevis. Antag forst, at f er kontinuert i z i den topologiske forstand og lad ¢ > 0. Pr. antagelse
er f~Y(B(f(z),e)) en omegn af x, si der findes et § > 0, s& B(z,d) C f~1(B(f(z),e)). Her star
med andre ord, at hvis der om et y € X gealder, at d(z,y) < 6, sa er f(y) € B(f(x),¢), sd
d(f (@), Fy)) < e.

Antag nu omvendt, at f er kontinuert i forstanden fra metriske rum og lad V' veere en omegn
af f(z). Det vil sige, at der findes et € > 0, s& B(f(x),e) C V. Pr. antagelse findes da et 6 > 0, sd
B(x,8) C f~X(B(f(x),e)) C f~1(V), men her star, at f~1(V) er en omegn af .

Antag nu, at f : X — Y er en kontinuert funktion, lad = € X, og lad V' vaere en omegn af f(x).
Da findes en dben maengde U med f(z) € U C V, og vi har, at z € f~1(U) C f~1(V). Da f er
kontinuert, er f~1(U) er dben, og det fglger, at f~1(V) er en omegn af z.

Antag nu omvendt, at f er kontinuert i alle punkter z € X, og lad V' veere en aben meengde i Y.
Hvis f=1(V) er tom, er den aben, og vi er feerdige. Hvis ikke, veelges for alle punkter x € f=1(V)
en dben meengde U,, s& € U, C f~1(V). Dette er muligt, da der for sidanne z geelder, at V er
en &ben omegn af f(x), s& f~1(V) er en omegn af x. Det folger, at

= U oous
z€f~1(V)
en forening af abne meengder og dermed selv aben. |

[S], Opgave 5.9.4. Lad (R",d) veere euklidisk rum. Find randen dB(z,r), det indre int B(z, r)
og afslutningen B(z,r), samt de samme storrelser for B(z,r)

Lgsning. Da B(x,r) er aben, er int B(x,r) = B(x,r). Vi finder, at et punkt y € R™ er indre i
R™\ B(x,r), hvis og kun hvis d(z,y) > r: Hvis d(z,y) > r, er B(y,r — d(z,y)) CR™\ B(z,r), sd
y er indre i meengden, men hvis d(z,y) = r, vil en hvilken som helst kugle B(y, s) om y indeholde

punkter fra B(z,r), tag f.eks. punktet y + (x — ) I;;r(ly;)) Med andre ord er

int(R™\ B(z,7)) = {y € R" | d(z,y) > r}.

Vi finder, at
B(x,r) = R"\ int(R™\ B(x,r)) = B(x,7),

0B(z,r) = B(x,r) \int B(z,r) = {y € R" | d(z,y) = r}.

Da afslutningen af en meengde er den mindste lukkede maengde, der indeholder maengden, og

da B(x,r) er lukket, er B(x,7) = B(x,r). Da kuglen er lukket, er dens komplement abent, s
int(R" \ B(x,7r)) = R"\ B(x,r). Som ovenfor kan vi finde, at int B(z,r) = B(z,r), og at randen
bliver dB(x,r) = 0B(x,). |



