GEOMETRI-TO, UGE 5

Hvis I falder over tryk- eller regne-fejl i nedenstaende, ma I meget gerne sende rettelser til
fuglede@imf.au.dk.

Opvarmningsopgave 1. Vis at et metrisk rum har Hausdorffegenskaben: Hvis = og y er to
forskellige punkter, sa findes disjunkte abne maengder U og V,sa z € U, y € U.

Bevis. Lad d = d(x,y), og seet U = B(x, %), V = B(y, g) Sa er det klart, at x € U ogy € V, og
antag for modstrid, at der findes et z € U N V. Da gelder

d(z,2) +d(y,z) < 4+ 4 =d=d(z,y)
i modstrid med trekantsuligheden. O

Opvarmningsopgave 2. Lad (X, d) veere et metrisk rum og f : X — R en afbildning. Vis at f
er kontinuert, hvis og kun hvis der for alle a < b geelder, at maengden

fH(a,b) ={z e X |a < f(z) <b}
er aben.

Bevis. Hvis f er kontinuert, er f~!((a,b)) dben pr. [S, Stn. 3.7]. Antag omvendt, at f~*((a,b)) er
aben for alle a < b. Lad € > 0 og z € X veere givet. Pr. antagelse er maengden

Ue = ((f(z) =& f(2) +¢))
aben, og den indeholder z, si vaelg § > 0, sa B(z,0) C U.. Da gelder for alle y € B(x,d) (eller

m.a.o. alle y med d(z, y) < 9), at y € U, hvilket i termer af f, betyder at f(y) € (f(z)—e¢, f(z)+e),
eller, med andre ord, at d(f(z), f(y)) < e, hvilket vil sige, at f er kontinuert. O

Bevis #2. Ovenfor brugte vi den ene vej af [S, Stn. 3.7] og genbeviste neesten den anden. Hvis man
synes, at det er for fesent, kan man ogsa teenke pa kontinutitet udelukkende i termer af urbilleder:
Lad os igen antage, at urbilledet at ethvert interval er dbent og vise, at det medferer, at f er
kontinuert. Lad til formélet U C R veaere en dben maengde. Ved at bruge, at enhver aben maengde
i et metrisk rum kan skrives som en forening af abne kugler (tag f.eks. blot en aben kugle om
hvert punkt i maengden, kuglen selv helt indeholdt i maengden), kan vi skrive U = |J,,¢ 4 Ua, hvor
hvert U, er et interval. S& er f™'(Uyea Ua) = Unea /7 (Ua). Pr. antagelse er f~1(U,) dben for
alle o, og da foreninger af &bne maengder er dbne, er f~!(U) hermed &ben, og f er kontinuert if.
[S, Stn. 3.7]. |

Opvarmningsopgave 3. Lad f : R? — R veere givet ved f(z1,72) = z179. Vis at f er differen-
tiabel i alle punkter zo € R? og beregn dens Jacobimatrix.

Bevis. For at vise, at f er differentiabel i et givet punkt xg er det ifplge [S, Stn. 4.20] nok at vise,
at de partielt afledede 867’;(:1:) findes for alle z € R? og er kontinuerte i zg. Vi finder, at

0
873'9]“1(1117132):1'27 7(:'5131;2) :xla

81’2

som klart er kontinuerte i alle punkter i R?. Jacobimatricen i punktet (21, x2) er ifglge [S, Prop. 4.15]
givet ved 1 x 2-matricen

Jf(a:l,:rg) = (‘TQ xl)
O

Opvarmningsopgave 4. Antag at f : R — R er differentiabel og at |f’(z)| < 3. Antag ogsa at
hvis 0 <z <1,sder0< f(z) < 1. Vis at der findes et og kun et tal x € [0,1] s& f(z) = x.
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Bevis. Vi pastar, at funktionen f|o 1) : [0,1] — [0,1] er en kontraktion med kontraktionsfaktor

8= %. Da fglger resultatet af Banachs fikspunktsseetning, [S, Stn. 3.23], da [0, 1] er et fuldsteendigt
metrisk rum (som en lukket delmeengde af det fuldsteendige metriske rum R). Ved at bruge mid-
delveerdissetningen [S, Stn. 4.17] med m =1, U =R, a,b € [0, 1], far vi, at

|f(a) = f(b)] < |a— 0] sup I/ ) < 5la—0l,
ze|a,
men her star, at f er en kontraktion med kontraktionsfaktor 3, hvor vi selv har lov at velge
;<B<l O
[S], Opgave 3.4.8. Definer operatornormen pa M, ,(R) ved

Al = ”SII‘lglllAwH-

Vis at dette definerer en norm.

Bevis. Forst bgr man overveje, hvorfor hgjresiden er endelig. Lad € R™ med ||z| < 1. Hvis vi i
standardbasen har = )" z;e;, |z;| <1 for alle 4, og A = (a;;); ;, sa er

[Az) = 1Y agasel <D llagasel = lagz;| < layl,
i i i i

sd her star, at || Az|| er begraenset oppefra af en konstant uatheengig af z, sd specielt er sup, =, [| Az ||
veldefineret.

Det er klart, at normen er ikke-negativ. Hvis ||A|| = 0, er ||Az| = 0 for alle z € R™ med
lz]| = 1, s& specielt geelder, at Ae; = 0 for standardbasisvektorerne i R”, men da Ae; netop er den
i’te spjlevektor i A, ma det betyde, at A = 0.

Lad A € R. Da er

IAA[l = sup [[AAz] = [A] HSIH1P1||A$H = [AllAll-
o=

llzll=1
Fra trekantsuligheden pa R™ far vi for to matricer A og B, at
A+ B| = HSlulng(A + B)xf| < HSlulgl(llAﬂfH + [[B])

< sup [[Az|| + sup [|Bx| = [|A] + [|B]].

z||=1 z||=1

[S], Opgave 3.4.9. Vis at operatornormen opfylder
|A]| = inf{c € R | ||Az|| < ¢||z]| for alle x € R™},
og at normen er submultiplikativ: At der geelder ||AB|| < ||A||||B|-
Bevis. Betegn meengden i hgjresiden med symbolet D. For alle 2 € R™ med ||z|| = 1 geelder pr.

definition af operatornormen, at ||Az|| < ||A||. Specielt far vi, ved at bruge den ulighed pa Tar> 8t
der for alle z € R™\ {0}, uanset vektorens leengde, geelder, at

(1) [Az|| < [|Allll«],

og uligheden galder tydeligvis ogsd for = 0. Her star, at ||A| € D, eller med andre ord, at
|A]| > inf D. Vi er derfor feerdige, hvis vi kan vise, at ||A|| < inf D. Lad ¢ € D veere vilkarlig, og
lad os vise, at [|A]| < c. Dette folger direkte ved at tage sup), =, i uligheden [|Az|| < cl|z], idet vi
husker, at inf er en greenseveerdi og derfor bevarer uligheden.

Af (1) folger ogsa, at der for alle x € R™ med ||z|| = 1 geelder

[ABz| < ||All|B=|| < [[AlllBIl[«]l = [IA[llBI],
s& ved igen at tage supj, =1, far vi, at [[AB| < [|Al||B]|. O

[S], Opgave 3.4.10. Overvej hvornér en reekke >~ | vy, i et fuldsteendigt vektorrum er konvergent.
Vis at det er tilfeeldet, hvis "7, [Jvg|| er konvergent.
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Beuvis. At rackken er konvergent vil sige, at afsnitsfglgen ZZ=1 v er konvergent. Da vektorrummet
er fuldsteendigt, kan denne betingelse oversattes til, at afsnitsfglgen er Cauchy.

Lad € > 0 veere givet. Da afsnitsfolgen s, = >, ||vg] er konvergent, og dermed Cauchy, da
de reelle tal er fuldsteendige, findes et N, s& |s, — s,,| < & for n,m > N. Lad n,m > N og antag
uden tab af generalitet, at n > m. Da fglger af trekantsuligheden, at

n m
> o= v
k=1 k=1

n

>

k=m+1

n
< Z lvg]l = Sn — sm < &.
k=m+1

O

Opgave A. Lad U C R" veere aben, lad a € U og lad f : U — R veere differentiabel i a. Antag at
f(a) < f(x) for alle x i en omegn af a € U og vis at Df, = 0.

Beuvis. Vi vil vise, at alle de retningsafledede af f er 0. Lad v € R™ veere en vilkarlig enhedsvektor
i R™ og saet y(t) = a + tv. Da geelder for ¢ tilstraekkeligt teet pa 0, at y(t) € U, s& f oy giver
mening. Ved at bruge definition af D f,, [S, s. 27], med zg = a, x = a + tv, er

@t ) = f@) = Dh()l _ | f(a+t) — f(a) = tDfa(0)]

1
0= lm o] et ]
o [ flattv) = fla)  t e foa®) = fory(0)
=l It |t|Df“(”)H = || A ¢ Dfav)

1(f 0 7)'(0) = Dfa(w)]-
Altsé er Df,(v) = (f 0v)’(0), men denne er 0, da 0 er et lokalt minimum for f o~. Da v var en
vilkarlig enhedsvektor, er Df, = 0. O

Opgave B. Lad p veere et positivt helt tal, og lad W C R™ veere dben. Lad f : W — R"™ veere
en differentiabel afbildning, som tilfredsstiller, at f(ra) = rPf(x) forr e R og x € W, sd ra € W.
Vis at Dfy(x) = pf(x) for alle z € W.

Opgaven her er lidt pudsig: Det er meget sjeeldent, at man har brug for at bruge punktet x,
som man afleder funktionen i, som argument i differentialet. Nuvel.

Bevis. Pastaenden geelder i © = 0: Da D f, er lineger for alle x, er D fo(0) = 0, mens f selv opfylder

f(0) =P £(0) for alle r, s& f(0) =0 og pf(0) = 0.
For x # 0 giver definitionen pa differentiabilitet, at

po 1G2) = F@) = DA = Da)] _ 1 f() ~ f(@)

r—1

r—1+ l(r — 1)z ||| r—1+

"L i) - Dfuw)

1im
r—1+t r—1

0= — Df.(x)

Ll

Da der som bekendt gelder, at T::f =147+ + P71 star her, at ||pf(x) — Df.(z)| = 0 som
gnsket. g




