GEOMETRI-TQO, UGE 3

Hvis | falder over tryk- eller regne-fejl i nedenstdende, ma | meget gerne sende rettelser til
fuglede@imf.au.dk.

Opvarmningsopgave 1. Lad v : (o, 8) — R? vaere en reguler kurve i planen. Vis at hvis +'(t)
og ~"(t) linezrt afheengige, sa er x(t) = 0.

Beuvis. Fra [P] Proposition 2.1.2 far vi, at

_ I A

112
Her kunne man potentielt bekymre sig over, at kurven i propositionen er en kurve i rummet, mens
vores givne ligger i planen, men en hvilken som helst kurve i planen kan betragtes som en kurve i
rummet: Hvis v(t) = (z(¢), y(t)), betragter vi blot kurven (x(t), y(t),0). De to kurver vil da have
samme krumning. O

=0

Opvarmningsopgave 2. Lad v : (a, 3) — R? vare en reguleer kurve i rummet med ikkeforsvin-
dende krumning. Vis at hvis ~'(t), 7"/ (t) og 7" (t) er linesert afhangige, sa er torsionen 7(¢) = 0.

Bevis. Fra forrige opgave kan vi konkludere, at v/(t) og v”(t) ikke er lineart afhaengige, sa v/(t) x
+"(t) er en ikke-nul vektor vinkelret p& begge. Da ~"(t) tilhgrer span(y/(t), v"(t)), er

(@) x~"(®)-7"(t) =0,
og resultatet folger fra [P] Proposition 2.3.1, der siger, at
= O @) ")
(o

O

Opvarmningsopgave 3. Lad v : (0,107) — R? veere den plane kurve (cos(2t),sin(2t)). Vis at
er periodisk med periode 7. Beregn den totale krumning med fortegn af ~.

Bewvis. Den del af opgaven, der omhandler periode, er en smule meerkelig, da begrebet “periodisk”
som udgangspunkt kun er defineret for kurver, der er defineret pa hele R. Man kan dog forsgge at
redde definitionen ved at kalde en kurve v : («, ) — R"™ T-periodisk, hvis

() =~(t+1T)

foralle t sd t,t+T ¢ («, 3), og vi kan definere perioden til at veere det mindste 7' > 0, der opfylder
den ligning.

| s& fald er det klart, at T = = virker til formalet ved os, og det felger fra opgaven om injek-
tiviteten af parametriseringen af ellipsen fra uge 1, at intet mindre 7" kan virke.

Husk at krumningen med fortegn — af en kurve parametriseret ved buelengde — er funktionen
ks, der opfylder

’7// = RsIlg,

s& vi far brug for at udregne starrelserne i denne ligning; for en generel kurve parametriseres den
forst ved bueleengde. Bemeerk forst, at vores kurve v ikke er parametriseret ved bueleengde, men
at buelengden den reparametriserede kurve

7(s) = (35) = (cos(s),sin(s))

er det. Lad os derfor prgve at finde krumningen med fortegn for 5. Vi skal blot udregne 5" og ns.
Forst og fremmest finder vi, at

t(s) =7'(s) = (—sin(s), cos(s)),
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7"(s) = (= cos(s), —sin(s)),
og

m@=G ﬁy@=(m$xam»

sa vi kan aflaese, at x5 er den konstante funktion xs(s) = 1.

Nu kunne man s& med rette spgrge sig selv, hvad der var sket, hvis vi havde valgt en anden
reparametrisering. F.eks. er kurven 5(s) = 7(—%5) et andet fint valg af reparametrisering, men
for denne er xs(s) = —1, som man kan se ved direkte udregning som ovenfor; xs har altsa skiftet
fortegn. Husk nu, at [P] Korollar 1.3.7 forteller os alle mulige reparametriseringer, og man kan
hurtigt konkludere, at dette er sa galt som det kan ga: Ved at veelge en reparametrisering hvis
tangent peger i samme retning som den oprindelige kurve (det vil sige 7 i vores tilfelde), kan man
veldefinere xs. O

Opvarmningsopgave 4. Lad v : (o, ) — R3 veere givet ved ~v(t) = (71(t),72(t),v3(t)). Lad
@) = (71(t), 2 (), —3(t)). Antag at ~ er reguleer med ikkeforsvindende krumning. Vis at det
samme geelder 7, og at torsionerne for de to kurver er relaterede ved 7(t) = —7(¢).

Bevis. Lad os for overskuelighedens skyld antage, at v er parametriseret ved bueleengde (hvis det
ikke er tilfeeldet, veelger man blot en reparametrisering, der er), sa vi kan bruge [P] Definition 2.1.1
direkte. Ved at di[erentiere kurverne finder vi, at 1 = ||/ (@®)|| = ||7/(#)]| og 0 # || @& = ||7"@®)||
for alle ¢t. Her stér, at & er regulaer, parametriseret ved bueleengde, og har krumning forskellig fra
0.

Vi kunne nu appellere til [P] Proposition 2.3.1 igen, men lad os, for at prgve noget andet, bare
bruge definitionerne. Husk at hovednormalvektoren pr. definition er n(s) = ﬁt’(s), s hvis vi
setter n = (ny,n9,n3), er n = (ny, ne, —n3). Husk ogsa, at binormalen er b =t x n, sa skriver vi
b = (b1, bz, bs), er b = (—by, —bs, b3), 0g specielt er b’ = (—b], —bh, b}). Pr. definition er torsionen
T givet ved b’ = —7n, og af ovenstaende ligninger felger, at b’ = 71, s& 7 = —7. O

[P], Opgave 2.1.2. Vis at hvis x(t) af en reguler kurve v er > 0 overalt, sd er x(t) en glat
funktion i ¢. Giv et eksempel der viser, at det kan ga galt, hvis x(t) = 0 for et ¢.

Bewvis. Vi ved fra Proposition 2.1.2, at

_ I x A
k= EE
[odl

sa spagrgmalet er, for hvilke f : (o, 8) — R" der geelder, at funktionen ¢ — || f(¢)|| er glat. Da dette
blot er en sammenseatning af et polynomium med en kvadratrod virker dette, nar f er glat og
f(@) > 0 for alle ¢, hvilket i vores opgave er pracis hvad vi har sikret.

Et modeksempel er kurven ~(t) = (¢,3,0), t € R. Denne er reguler, da

7)) = (1,3%,0) # 0

og har krumning
_ 10.6t,0) x (1,3t%,0)| _  [0,6t,0] _  |6¢|
@z oF A+ @) L+
som ikke er glat i ¢t = 0, da |6¢| ikke er det. Konkret er krumningens afledede

3243 |t| . 6sgn(t)
(1 + 9t4)5/2 (1 + 9t4)3/2
ikke kontinuert i ¢t = 0. O

k(1)

K@) =—

[P], Opgave 2.2.1. Vis at hvis ~ er en plan kurve parametriseret ved bueleengde, s er n,, = —rxst.
Sammenlign med Frenet-Serret-ligningerne
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Beuvis. | sddanne opgaver er der altid naesten altid én mulighed: Tag en ligning, der minder om det
gnskede og di [erentier den for at fa de relevante starrelser. | vores tilfeelde er en mulighed ligningen
0 = ns - t. Ved brug af produktreglen far vi
0=nl -t+ng -7’ =ng-t+ng- (ksng),
sa med andre ord er
—ks =ng -t
Ved at di[erkntiere ng - ng = 1, far vi at nf er vinkelret pa ns og derfor parallel med t. I ortonor-
malbasen (t, ns) er altsa
ng = (ng - t)t + (nf - ng)ng = (ng - t)t = —kst,
som gnsket. Husk at den ene af Frenet-Serret-ligningerne for kurver i rummet er
n’ = —kt + 7b.
For plane kurver forsvinder 7, sa ligningen her ligner vores til forveksling. O
[P], Opgave 2.2.2. Vis at krumningen med fortegn af en reguler plan kurve er glat.

Bevis. Ved at prikke med ng pa begge sider af ligningen v/ = kg¢ng far vi

p— 1
Ks =7 - ns.

Her er v glat, da ~ er det, og ng er ligeledes glat, da det er en sammensatning af den glatte

funktion t = v med en linezr afbildning (rotation med x). Endelig er prikproduktet af to glatte
afbildninger altid glat. |

[P], Opgave 2.2.5. Lad ~ veare en regular plan kurve og A en konstant. Den parallelle kurve
til v er defineret til at veere

YA(E) = (t) + Ans(t).

Vis at hvis \ks(t) # 1 for alle veerdier af ¢, s& er 4 en reguler kurve, og dens krumning med
fortegn er ks/|1 — Aks.
Bevis. Lad R = (1) _01 betegne rotationsmatricen ng = R(t). Her og i det falgende evalueres

alle funktionsudtryk i et punkt ¢, der udelades for at gare lgsningen lidt mere overskuelig. Lad os
finde leengden af den afledede af 4*, alts& %, hvor s* betegner bueleengden af 4*. Vi kunne ggre
livet en smule lettere for os selv ved at antage, at ~ er parametriseret ved buelaengde, s& t = +/,
men da det ikke ger den store forskel, betragter vi bare en generel reguler kurve . Under alle

omstaendigheder har vi, at ksng = %, og

d d d dt ds ds ds
— = — t)) = —t) = — ) = — = —Ke—t
s = g (B(®) = R(t) = R(-—) = R(ks o ns) = —ks o t,
hvor vi til sidst har indsat ng = R(t) igen og brugt at R? = — Id. Den afledede af 4 bliver da
d » , , _ds ds
—_ = =+ = —t — —t.
dtv v+ Ang dtt AKs dtt
Lengden af denne bliver altsa
ds™ d | _ ds || _ ds
& &N H(lAHS)dtt = |1*>\/’vs\%7

og denne er forskellig fra nul, hvis og kun hvis Axkg # 1, da vi ved, at % = 0.
Antag nu, at dette er tilfaldet og lad os finde krumningen med fortegn. Hertil far vi brug for
Ao dMdt _ (L= ARg)t _ .
ds?/dt |1 — Aks| ’
hvor £ = sgn(1 — \ks) er konstant. Ligeledes far vi

n® = R(tY) = R(et) = eR(t) = en.
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Alt i alt far vi
A = dghjdt _ edt/dt e dt
SUS dsM/dt |1 — Aks|ds/dt |1 — Aks| ds
= 78 KRsNg — 7KS n}‘
11— Xks| 5 ° 1= k| o
og her stér altsa, at
= e

|1 — Akg|
O

[P], Opgave 2.2.6. Lad ~ veere en plan kurve parametriseret ved buelengden. Vis at centrum
£%8(sp) af cirklen gennem ~(so) 0g v(so % ds) gar mod

1
e(s0) = v(s0) + ——ns(s0)-
ks(s0)
Vis at radius af cirklen gennem ~y(so) med centrum e(so) er 1/|k(so)| = 1/k(s0).
Bewvis. Punktet e(sg) opfylder (tegning)
(=%(s0) — 3(v(s0) + (50 + 85))) - (¥(s0 + 65) — ¥(50)) = 0.
Den centrale idé i resten af beviset er at udnytte Taylors formel, der siger at
1
1050+ 85) = 1(50) + 7 (0)(03) + o (3592 + h(os) 3,

hvor h(ds) — 0, nar §s — 0. Indsettes dette i ligningen ovenfor, far vi til anden orden (dvs. hvis
vi ignorerer alle led, der involverer h), idet alle evalueringer er i punktet sg, at

7 1
0= (e — J(y+y+7 -85+ 5 (69)°) - (-7 + 7+ 735 + - (55)°)

1 " 1
= (%% — 7 = 5705 — - (05))(/65 + - (55)?)

1"

— %7 =57 ) (Es) + -
= (=) Y5+ 3y =7y = D)’ + ...
Ligeledes har vi, at
0= (c(s0) — 3(7(s0) *+ (s0 — 8))) - (¥(s0 — J5) — ¥(s0))
og Taylors formel giver her, at

= (% =) /05 + (3% -y

7" (50)

Y(so — 0s) = 7(s0) — 7' (50)ds + 7(58)2 +o

Samme udregning som ovenfor viser da, at
1
0= —(665 —7)-v'ds + 5 (565 =y = 1)(8s)?

Ved at tage disse ligninger og henholdsvis leegge dem sammen og traeekke dem fra hinanden far vi
efter division med ds og i greensen §s — 0, at € = limss_,o €% findes, og at

(=77 =0, e—yy"=1

Farste ligning giver, at e —v = k- ns for en konstant s, s ¢ = v+ k-ng. Ved at bruge, at v = ksng
giver anden ligning, at

1=(—-7)- ’Y” = (kns) - ksns = kks,

sa k = 1/ks som gnsket. O
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[P], Opgave 2.3.3. En reguler kurve v i R3 med positiv krumning kaldes en generaliseret heliz,
hvis dens tangentvektor danner en fast vinkel & med en fastholdt enhedsvektor a. Vis at torsionen 7
og krumningen « af v er relateret ved 7 = +x cotf. Vis omvendt at, hvis torsionen og krumningen
er relateret ved 7 = \x for en konstant ), sa er kurven en generaliseret helix. Vis direkte, at dette
gelder helixen fra eksempel 2.3.2.

Bewis. Antag at ~ er parametriseret ved buelengde, sa t = +'. Vi ved s, at t' = xn. Derudover
ved vi fra antagelsen, at t - « = cos(6). Idéen er igen nu den simple, at vi di [erentierer hver gang,
vi ikke har andre oplagte muligheder. Ved at di [erentiere den sidste ligning, far vi

0=t'-a=kn-a.
Husk at {t,n, b} udger en ortonormalbasis, sa her star, at a tilhgrer {t,b}-planen, og dermed at
a = cos(f)t £ sin(A)b.
Ved at dilerkntiere denne ligning og bruge Frenet-Serret-ligningerne (mere pracist definitionen
(2.13) pa ) far vi
0 = cos(d)t’ £ sin(0)b’ = cos(f)xn F sin(d)n,

og da n # 0, star her, at 0 = cos(f)x £ sin(d)r, sa

cos(#)

sin(6)
Antag s&, at 7 = \x og veelg @ sa cot(d) = \. Daer r = gf;((g))
samme logik som ovenfor, far vi, at

Kk = t+cot()k.

K, 0g ved at arbejde os tilbage med

0 = cos(O)t’ + sin(H)b/,
og vektoren
a = cos(f)t + sin(A)b

virker til formalet: Den er konstant og a - t = cos(#) er konstant.
For den specifikke kurve

~(0) = (acosb,asing, bd)
virker vektoren a = (0,0, 1), da +’ - (0,0,1) = b er konstant. O

[P], Opgave 2.3.4. Lad ~ veere parametriseret ved bueleengde, have positiv krumning og torsion
forskellig fra 0 overalt. Vis at hvis v ligger pa overfladen af en sfere, da er

T_d(~F
Kk ds \TK2)"

Vis omvendt at hvis ligningen er opfyldt, da er

P+ (o)t =1

for en positiv kosntant »r med p = 1/x 0og o = 1/7, og udled at ~ ligger pa en sfere med radius .
(Sidste del af opgaven er udeladt)

Bevis. Vi ved fra antagelsen, at der eksisterer a, sd 72 = ||y — a||> = (y — a) - (y — a) er konstant.
Som i de foregaende opgaver er strategien at di [erentiere denne ligning, indtil vi er ferdige.
Ved di [erkntiation fas 0 = 2t - (v — a) eller

0=t-(y—a).
Ved at di [erkntiere igen og indsatte Frenet-Serret-ligningerne, far vi
O=kn-(y—a)+t-t,
eller, idett -t =1,

=n.(r-a).
K
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Ved at di [erentiere denne far vi

1

—K =n'-(y—a)+n-t=(-rt+7b) (y—a).
K

Ovenfor s vi, at t - (y —a) = 0, sd ligningen bliver til

b-(y-a)=

/4//

TR

Di [erentierer vi denne, far vi

!
;<K> =b (y-a)+b-t=—m (y-a)= ",
S TR K

hvor vi ved sidste lighed har indsat n - (y — a) = —1/x, som vi fandt ovenfor.
Antag nu, at ligningen er opfyldt, og lad os vise at p? + (p'c)? er en konstant 2. Vi skal med
andre ord vise, at dens afledede er 0, altsa at

(€] 0=2pp" +2(p'0)(p'0)".
For at vise dette, er det nok at vise, at
2 p=—a(po),

for da bliver ligning (1) blot
—20(p'0) p' + 2(p'o)(p'a’) = 0.
I termer af x og 7 er (2) imidlertid blot vores antagelse.
For at se, at kurven lever pa en kugle, settes
a=~+pn+pob.

Da falger af Pythagoras, at
v —all* = pn+ p'ob||> = p* + (o) =17,
sé& vi er feerdige, hvis vi kan vise, at a er konstant. Di [erkntiation og brug af Frenet-Serret giver

a'=t+p'n+ p(—kt +7b)+ (p0)'b+ p'o(—7n)
K T K/

=t——n—t——b+_+r7
K

211.
K K TR

At tjekke det for kurven ~(t) = (cos?(t) — %, cos(t) sin(t), sin(t)) er mere end almindeligt vanske-
ligt, da kurven ikke er parametriseret ved bueleengde. For at udregne x og 7 kan man bruge
Proposition 2.1.2 og 2.3.1, og spgrger man Mathematica, far man, at

(t) _  6cos(t)(3 + cos(2t))>/?

k() (13+3cos(2t))32
som funktion af ¢ og ikke bueleengdeparameteren s, som hgjresiden i di Lerkntialligningen di Lerkn-
tieres med hensyn til. a




