GEOMETRI-TQ, UGE 2

Hvis I falder over tryk- eller regne-fejl i nedenstaende, ma I meget gerne sende rettelser til
fuglede@imf.au.dk.

Opvarmningsopgave 1. Lad C = {(z,y) € R? | y = |z|}. Lad y(t) = (z(t),y(t)) veere

t2,  hvist >0, 9
2(t) = =) = 2
®) {—tQ, wist <o, Y

Vis at dette er en parametrisering af C'. Er v glat? Er den regulser?

Losning. Vi ma nok hellere antage, at ¢ gennemlgber R. Vi skal s& vise, at billedet af kurven er
Imy = C. Lad (z,y) = v(t) € Imy. Dvs. at y = t2, og at = er enten t? eller —¢2, alt athzengigt af, om
t er positiv eller negativ. Hvis t er positiv er y = t? = |z|, og hvis ¢ er negativ, er y = t? = —x = |z|,
sd under alle omsteendigheder er y = |z|. Antag omvendt at (x,y) € C og lad os finde t € R, sd
~(t) = (z,y). Hvis z > 0, veelger vi t = /x. Da er

(1) = (2,17) = (z,2) = (2, |z]) = (z,).
Hvis x er negativ, seetter vi t = —4/|z|. Da bliver
A(t) = (=%, 8%) = (x|, |z]) = (,y).

Kurven v er ikke glat, da z-koordinaten af dens afledede

, 2t, hvis ¢t > 0,
a'(t) = .
—2t, hvist <0,

ikke er differentiabel. Den afledede af y-koordinaten er
y'(t) = 2t,
sa ||/ (0)]] = 0, og kurven er altsd heller ikke reguleer. ]
Opvarmningsopgave 2. Beregn buelengden af (t) = (cos(t),sin(t)), t € [, 0]
Lgsning. Lad tg € |«, 5]. Bueleengden af v er da

t t t
s(t) :/ |7’(u)\du:/ V c032u+sin2udu:/ du = [u];, =t —to.
to to to

Opvarmningsopgave 3. Vis at
a-v b-v
(axb)(vxw)=det <a-w b-w)
i specialtilfeeldet a = e1, b = es.

Losning. Seet v =) v;e;, w = > wse;. Vived, at e; X es = e3. Venstresiden bliver altsa tredjeko-
ordinaten i v X w, som pr. definition er v;ws — vow;. Hgjresiden er ligeledes

v V2
= V1W2 — VW1.
wy w2

Opvarmningsopgave 4. Giv en basisuatheengig definition af et krydsprodukt pa et vilkarligt
3-dimensionalt vektorrum udstyret med et indre produkt.
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Lgsning. Jeg pastar, at dette er umuligt. Normalt kan man tzenke pa krydsproduktet v x w af to
vektorer v og w som en vektor, der star vinkelret pa bade v og w (hvilket giver mening at kraeve i et
rum med indre produkt), hvis laengde athaenger af leengderne af v og w samt deres indbyrdes vinkel
(hvilket man ogsa kan tale om, si leenge man har et indre produkt), og som peger i en bestemt af
to retninger (hvilket kun giver mening, nar man har valgt, hvad der er op og ned i rummet, eller
med andre, om man bruger hgjre eller venstre hand i sin huskeregel for krydsproduktet — man har
foretaget et sikaldt valg af orientering). P4 bundlinjen betyder det, at vi star med to potentielle
definitioner af v x w pa et vilkarligt rum, hvor det er umuligt at kalde den ene bedre end den anden
uden ekstra information (orienteringen).

Mere preecist er orienteringer givet som fglger: To ordnede baser {e;} og {f;} for (et generelt
vektorrum) V siges at have samme orientering, hvis matricen for basisskiftet mellem de to baser
har positiv determinant. Regnereglerne for determinanter viser, at det at have samme orientering
definerer en akvivalensrelation pa meengden af baser for V, og da determinanten kun kan veere
enten positiv eller negativ, ma relationen have to sekvivalensklasser, kaldet orienteringer. Givet en
orientering pa et 3-dimensionalt indre produkt-rum, kan vi nu for v,w € V definere v x w € V
som fglger: Hvis v og w er linesert athsengige, seetter vi v x w = 0, og ellers lader vi v x w € V
veere den entydigt bestemte(!) vektor i V', der star vinkelret pa bade v og w, har leengde

lo < wll = V/ulP[[v]* — 2{v, w)

og opfylder, at (v, w,v x w) er i den valgte orientering. ]

[P], Opgave 1.1.6 (ii). Betragt ellipsen g—;—&—g—z = 1 og fokuspunkterne f; = (gp,0), f2 = (—ep,0),
hvor ¢ = /1 — ¢2/p?. Vis at produktet af afstandene fra f; og fo til tangentlinjen i et vilkarligt
punkt p pa ellipsen ikke athzenger af punktet p.

Bevis. Lad (t) = (pcost, gsint) veere et punkt pa ellipsen. Tangentlinjen gar gennem ~(t) og har
heeldning

7' (t) = (—psint,qcost).
Afstanden fra f; og fo til tangentlinjen er (tegning)

n
(0(8) = (£2p.0) - o
hvor n er en normalvektor til tangentlinjen, altsd en vektor, der opfylder at n - v/(t) = 0. Man
finder let, at en sddan er givet ved (gcost,psint). Da bliver ovenstdende

(pcost Fep) - qeos(t) + (gsint) - psint pq F epq cost

V% cos?(t) + p2sin®(t) B V% cos?(t) + p2sin(t)
pq(1 F ecost)
a V@? cos?(t) + p?sin(t)

Produktet af de to afstande bliver da
pq(l — e cost) pq(1 + ecost) PPl — % cos?(t))
V@2 cos2(t) + p? sin?(t) . V@2 cos2(t) + p2 sin?(t) "~ q2cos?(t) + p?sin?(t)
PP = (0P =P eosP(t)
© q2cos?(t) + p2(1 —cos2(t)) >

hvor vi undervejs har indsat €2 = 1 — ¢ /p?. (|

[P], Opgave 1.2.2. Vis at fglgende kurver er parametriseret ved bueleengde:
(1) 7(t) = (30 + t)3/2, L1 —t)3/2, %)

(2) y(t) = (3 cost,1 —sint,—32 cost).

Lgsning. Direkte udregning viser for den forste kurve, at

V() = (GA+8)Y2 =51 =2 5,
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s&
IO =30+ + 30 - +5=1
som gnsket. For den anden kurve gaelder
v'(t) = (—%sint, — cost, 2 sint),
sa

9
7/ ()] = 2 sin? ¢ + cos? ¢ + o sin¢ = 1.

[P], Opgave 1.3.2. Betragt kurven (tegning) hvis ligning i polsere koordinater (r,8) er
r=sinftand, —7w/2<6<mw/2.

Skriv en parametrisering af kurven ved at bruge § som parameter og vis, at

t3
y(t) = (tQ, , —l<t<1
VI

er en reparametrisering.
Lgsning. Vi har, at
(z,y) = (rcosf,rsinf) = (sin’ 6, sin? f tan §) =: 5()
virker til formalet. Blot ved at se pa ligningerne far vi idéen at definere parameteren ¢ = sin(f),
hvilket giver en bijektion fra (—m/2,7/2) til (—1,1) med invers § = sin~'(¢). Da far vi
sin(sin~*(¢)) t3 )

70 =30(0) = (1 V- sin2(sin_1(t))) = VI—t2

[P], Opgave 1.3.3. Visiger, at y(¢o) er en “ordinary cusp”, hvis /(o) = 0, mens 7" (t9) og v" (to)
er linezert uafhengige. Vis
(1) Kurven ~(t) = (t™,t™), hvor m,n er positive heltal, har en ordinary cusp i origo, hvis og
kun hvis (m,n) = (2, 3) eller (3,2).
(2) Vis at kurven fra forrige opgave har en ordinary cusp i origo.
(3) Hvis 7 har en ordinary cusp i et punkt p, sa har enhver reparametrisering af v ogsa.

Lgsning. For den forste, antag fgrst at kurven er pa en af de to givne former. Hvis (m,n) = (2, 3)
er v/(0) = 0, v"(0) = (2,0), v(0) = (0,6), sd v(0) = 0 er et ordinary cusp i dette tilfeelde.
Tilsvarende for (3,2).

Antag omvendt, at y(0) er et ordinary cusp. At 7/(0) = 0 medforer, at n > 1,m > 1. Hvis
m =n = 2, eller m = n = 3, eller hvis der geelder, at m > 3, n > 3, vil enten 7”(0) eller 4" (0)
veere lig (0,0), og de vil ikke vaere linesert uatheengige, sa (m,n) er (2,3) eller (3,2).

Betragt nu kurven ~(¢) = (¢2, \/%) fra forrige opgave. Det er klart, at 4/(0) = 0, at 4”(0) =
(2,0), og v (0) = (0,6) (pr. produktreglen for differentiation).

For sidste del af opgaven, lad ¢ veere en reparametriseringsafbildning og betragt 7(t) = v(p(t)).
Antag at v har en ordinary cusp i p(to), og lad os vise, at 4 har det samme i ¢y. Pr. keedereglen er

¥ () =7"(p)¢(t)
7'() =" ()" () + 7 (p(1) " (1)
7"(1) =" () (' (1)° + 37" (1))’ (B)¢" (1) + 7 (0(8)) " (1)

Af forste linje laeser vi, at 5'(tg) = 0, da 7' (p(to)) = 0. Seet a = ¢'(to), b = ¢ (to). Da bliver de
sidste to linjer

7" (to) = a®y" (¢ (to))
7" (to) = a®y"(¢(t)) + 3aby" (¢(to)),
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og at de to venstresider er linezert uatheengige folger af, at v (¢(to)) og 7" (¢(to)) er det.
Her er det vigtigt, at a # 0, hvilket folger af det generelle faktum, at ¢’ (¢) # 0 for alle ¢: Ved at
differentiere ligningen

t =" (o))
med hensyn til ¢ fas ved brug af keedereglen, at
1= (7)) (p(t)¢' (1),

hvilket umuligt kan geelde, hvis ¢'(t) er 0. Bemeerk, at det her er vigtigt, at den inverse funktion
o1 ogsa er differentiabel. ]

[P], Opgave 1.5.1. Vis at kurven C med ligning
y? = 2(1 — 2?)
ikke er sammenhaengende. For hvilke ¢ er
V() = (t, Vi—1t)
er en parametrisering af C? Hvad er billedet af denne parametrisering?

Losning. Her siger vi, at en meengde i R? er (kurve)sammenhaengende, hvis to vilkarlige punkter
kan forbindes med en glat kurve. Bemaerk at (—1,0) og (0,0) ligger i C. Vi pastar at disse to
punkter ikke kan forbindes med en kurve. Antag at en sadan kurve v(t) = (z(¢),y(t)) findes. Da
mé der findes et ¢ s& x(t) = —3. Da bliver y*> = —1(1 — 1) = — %, hvilket er umuligt.

Vi geetter pa, at sidste del af spergsmalet er fglgende: For hvilke intervaller I er «(I) C C?
(Man kunne stille samme spgrgsmal om lighed mellem de to meengder, men da giver sidste del af
opgaven ikke rigtig nogen mening.) Vi ma forst og fremmest udelade ¢t > 1 og 0 >t > —1, da der
for sidanne ¢ gaelder, at t — 3 < 0. Panzer i disse tilfeelde gaelder

y(0) =t — 1> = 11— %) = 2(1) (1 - (1)),

sd y(I) C C sd leenge I C (—o0,—1) U (0,1). Sidste del af opgaven er en smule vagt formuleret,
men vi bemeerker, at vi umuligt kan ramme hele kurven, da y(¢) > 0, men C indeholder punkter
med negativ y-veerdi; kurven er symmetrisk om xz-aksen. [

Ugeseddelopgave. Lad A € Mats 3(IR) veere en ortogonalmatrix og vis at

A(v x w) = (det A)(Av x Aw)
for alle v, w € R3.
Bevis. Husk at krydsproduktet af v og w er den entydige vektor v x w, sa

(v X w) - u=det(v,w,u).
for alle u € R3. Lad u € R? veere vilkarlig. Husk at A=! = AT da A er ortogonal. Vi har da, at
(A7 (det A)(Av x Aw)) -u = ((det A)(Av x Aw)) - (Au) = (det A)((Av x Aw) - (Au))
= (det A) det(Av, Aw, Au) = (det A)? det(v,w,u) = det(v,w,u),

sé fra entydigheden folger fra bevisets fgrste ligning, at

vxw=A"1(det A)(Av x Aw)

som gnsket. =



