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Hvis 1 falder over tryk- eller regne-fejl i nedenstaende, ma I meget gerne sende rettelser til
fuglede@imf.au.dk.

Opvarmningsopgave 1, [P] 6.3.2. Vis at Ennepers flade
o(u,v) = (u —u?/3 4+ uv? v — v /3 +vu?, u? — 112) ,

hvor u,v € (52, 2) er konformt parametriseret.

Beutis. Forst og fremmest kan vi som altid fa, at parametriseringen rent faktisk er en lokal parametris-
ering ved at vise de skridt, der nu skal vises (bemzerk at o ikke er injektiv pa R?).

Ifglge kommentaren efter Korollar 6.3.4 er det nok at vise, at fgrste fundamentalform er pa
formen A(u,v)(du? + dv?) for A glat. Vi finder, at

oy = (1 —u? + 2%, 2vu, 2u),
oy = (2uv,1 —v* +u?, —2v)
E=(1-3u®+v%)? +40%u? +4u? =1 - 2u® +u? + 207 — 2u%0? + v* + 40%u? + 4u?
=14 2u® 4+ u* 4 202 + 2u20® + v?,
F = 2uv — 2uv 4 2uv® + 2vu — 2030 + 20u® — duv = 0,
G =2u*0? + (1 —v? +u?)? + 4% = 4u®v? + 1+ 2u® + u* — 207 — 2u%0? + 0 + 40? = E,
som gnsket. ]

Opvarmningsopgave 2, [P] 6.4.6. Bevis setning 6.4.5: En lokal diffeomorfi f : S — S er
ekviareal, hvis og kun hvis der for alle fladelapper o pad S; og f o o pa Sy geelder

E\G, — F} = B>,Go — F3.

Bevis. Hvis ligningen holder, fglger resultatet af definitionen pa areal,
As(R) = / low X oyl dudv
R

da Proposition 6.4.2 forteeller os, at ||y, x 0, || = E1G1 — F£. Hvis omvendt f er ackviareal, er
As(R) = Afoo (f(R))

for alle R. Dermed kan vi konkludere, at

llow X aull = I(f © 0)u X (f 0 0)ull;
for hvis de to er forskellige, er de forskellige i en lille omegn, vi dermed kan integrere over og fa en
modstrid med arealligheden. Dermed har vi, at B1Gy — F? = ExGo — F3. O

Opvarmningsopgave 3, [P] 7.1.1. Udregn anden fundamentalform for den elliptiske paraboloide
o(u,v) = (u,v,u* +v?).
Bevis. Vi regner og finder, at
oy X0y,  (=2u,—2v,1)
low x ool VauZ ¥ 4Z+1
ouww = (0,0,2), o4y =1(0,0,0), 0y =(0,0,2),
2

L=oyy N=——, M=0y, -N=0, N=o0,, N=L.
VAau? + 40?2 + 1

o, =(1,0,2u), o, =(0,1,2v), N=
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[P] 6.3.4. Lad ® : U — V veere en diffeomorfi mellem &bne delmaengder af R? og skriv
®(u,v) = (f(u,v), g(u,v)),

hvor f og g er glatte funktioner i u-v-planen. Vis at ® er konform, hvis og kun hvis, der enten
gaelder fy, = gu, fo = —gu, eller f, = —g, 0og f, = gu. Vis at det J® > 0 i fgrste tilfzelde og
det J® < 0 i det andet.

Beuvis. Fplgende bevis er inspireret af, at ligningerne blot er Cauchy—Riemanns differentialligninger.
Det forste tilfeelde svarer praecis til, at ® er holomorf (og det andet til, at ® er ,anti-holmorf*).

Ifglge Korollar 6.3.4 er ® konform, hvis og kun hvis den farste fundamentalform skalerer under
anvendelse af ®. Husk at fgrste fundamentalform for planen er £ = 1, F' = 0, G = 1. De tilsvarende
bliver under @ til Es = ((fu, 9u), (fus9u)) = 2+ 92, F3 = fugu + fogv, Go = f + g2. Her stér,
at @ er konform, hvis og kun hvis f2 + g2 = 2 + g2 og fugu + fogo = 0. Heraf fglger, at hvis et af
de to seet ligninger er opfyldt, er ¢ konform.

Betragt nu z, = fy + gy, 2o = fu + 1g,. Udtrykt i termer af disse bliver ovenstaende ligninger
til 242y = 20Zp O 2uZp = —Zuzy. Hvis 2, # 0 0g 2z, # 0, har vi 2,Z, /24 = —2uZy/ 20, hvilket giver,
at z2 = —22. Det betyder, at z, = +iz,. Tilfeldet + giver, at f, +ig, = if, — g, og tilfeeldet —,
at f, + 19, = —if, + g,- Ved at tage real- hhv. imaginaerdel i de to ligninger fas de to gnskede
tilfzelde. Hvis enten z, eller z, er 0, er den anden det ogsa. Specielt er f, = f, = g, = g, = 0, og
ligningerne er opfyldt.

Jacobianten af @ er

det J® = det <f“ 5“) = fuGv — foGu-

u

I det forste tilfzelde star her f2 + g2 og i det andet tilfzelde —g2? — f2. Resultatet fglger. ]

Bevis #2. Her er et meget bedre bevis: Lad J veere Jacobimatricen for ®. S& har vi for to uger

siden set, at
1 0y /(1 O o
A(O 1>—J<0 1)J—JJ,

hvis og kun hvis ® er konform, idet vi i fgrste lighed som ovenfor bruger, at dette er sekvivalent
med, at forste fundamentalform skalerer ved brug af ®. Her star, at %J er en ortogonalmatrix.
Hvis det J > 0, betyder det, at der findes et 0, sa

<0089 —sin9> _ RS (fu fv>
sinfd  cosf VA \Gu G/’
Pastanden i opgaven fglger direkte. I tilfeeldet det J < 0, findes 6 sa
(cos@ sin 0 ) _ 1 <fu fv>

sinf —cosf VA \Gu Gv)’
som igen giver det gnskede. O
[P] 5.1.1 (i). Vis at 22 + y*> + z* = 1 er en glat flade.
Bevis. Mangden er nulpunktsmeengden for funktionen f : R3 — R givet ved

flx,y,2) =2 +y* +2* — 1.
Gradienten af denne funktion er
Vf=(2z,2y,42%),

som ses kun at veere nul, hvis (z,y, z) = 0. Specielt er dette aldrig tilfezeldet pa fladen selv, og den
er glat if. Sesetning 5.1.1. ]

P] 7.2.1. Udregn Gaussafbildningen G af paraboloiden S givet ved z = 22 + y2. Hvad er billedet
[
af g7
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Bevis. Denne opgave har vi allerede lgst som del af ugeseddelopgave 2 pa ugeseddel 10. Her fandt
vi, at

—2u, —2v,1
G(u,v) = Ny (u,v) = M7
Viu2 + 402 +1
og at billedet af G preecis er den dbne @gvre halvdel af sfaeren. O

[P] 7.1.4. Hvordan sendrer anden fundamentalform sig ved en isometri af R3? Eller en dilation?
Bevis. Betragt 6 = Ro + a. Som tidligere finder vi, at
6y = Ro,, &, = Roy,
Ouwy = Rowy, Oup = ROyy, GTyo = Royy,
N = +RN,
hvor fortegnet er det(R). Det folger, at L = +L, M = =M, N = £+N.
Antag nu, at & = ao, a € R\ {0}. Da vil alle afledte ogsd blot skaleres med faktoren a, mens

N forbliver ueendret. Altsa vil alle koefficienterne i anden fundamentalform ogséa skalere med en
faktor a. |

[P] 7.1.3. Lad 5(@,?) veere en reparametrisering af o(u,v) med (u,v) = ®(@,d). Bevis, at

L M\ | .,(L M
(%)==l )

hvor J er Jacobimatricen for ®, og fortegnet afhsenger af fortegnet af det(J). Udled af den
tilsvarende opgave om fgrste fundamentalformer, at anden fundamentalform er usendret under
en orienteringsbevarende reparametrisering.

Bewvis. Lad os bare tjekke resultatet for L. Husk at vi sidste gang sa, at

1 ou ov u  Qu
o~ = D = — —_— = u 1 .
04 ogodJ <0) 8ﬁau + aﬁav, J (ag )

WY
SEST)

&
<

Ved at differentiere disse produkter mht. @ far vi, at
CPu o v o
7u = 52 " gnon’ T 0w2”" " ouon’"
0%u ou <8u 0 ov 0 ) 0% Ov <8u 0 ov 9 )
= %Uu + v

2227 " aa\saou™ T aa 22”  oa

f@ +@ + @ ’ + @ ’ +2@@
“ow2’ a2 T \oa) T \aa) 7T “euoa’

Fra formlen nederst side 84 far vi, at

gaou” T a0’

Og X 0g det J Oy X Oy

N = = = =
15a x &sl|  |det J] [low x ou]|

= sign(det J)N.

Specielt ved vi hermed, at (o, N) = (0,, N} = 0. Heraf kan vi konkludere, at

~ . - ou\ - o\ - ou dv -
L - <Uﬂ71>N> - (8’&) <Uuu7N> + (6’&) <UUU7N> + 2%%<JuvaN>

ou\’ ov\” Ou Jv
= sign(det J — | L — | N+2——M|.
sign(det J) <(aa> * (811) t P 0u )
Lignende formler kan findes for M og N og ved indsaettelse ser man, at matrixligningen stemmer.
For at se sidste pastand i opgaven, oversaetter vi fgrst problemet til lineser algebra. Hvis b er en

basis for 7,5 med tilhgrende koefficienter til anden fundamentalform Ly, My, Ny, og v = (v1, v2)s
er w = (w1, wa)p er elementer i T,,S opskrevet i basen b, s& er

wan=(2) (12 W) ().
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Lad i forbindelse med vores opgave

v 1 (v . .
) =u 111 (og tilsvarende for w) veere koeflicienterne
2

for en vektor i hver af de to baser, relateret ved basisskiftmatricen J. Da er
t
TN | =1 (1 f L M -1 (W1
=[G G X)Ll o)
t
[N L M w1\
- () G %) () =0

[P] 5.6.2. Bevis setning 1.5.1 og dens analog for niveaukurver i R® (opgave 1.5.2). Denne siger
folgende: Lad f(x,y) veere en glat funktion. Antag at for ethvert punkt pa niveaukurven

C={(z,y) eR*| f(x,y) = 0}

geelder, at ikke bade df/0x og Of /Oy er 0. Hvis p = (z9,yo) er et punkt pad C med koordinater,
da findes en reguleer parametriseret kurve () defineret pa en dben omegn af 0, s v(0) = p, og
~(t) € C for alle t.

Opgave 1.5.2 siger fglgende: Find pa et lignende udsagn for niveaukurver i R? givet ved f(z,y, z) =
9(z,y,2) = 0.

]

Bevis. Vifglger idéen fra beviset for seetning 5.1.1, der star pa side 118. Lad os antage, at 9f /0y # 0
i p (det andet tilfxlde er analogt) og definer afbildningen F : W — R? ved F(x,y) = (x, f(z,y)),
hvor W er definitionsomréadet for f. Da er F' glat og har Jacobimatrix

(10
JF‘(fx fy)’

som er invertibel i p, da vi havde antaget, at f, # 0. Da findes if. invers funktion-seetningen en
aben omegn V i R? omkring F(xq, o) = (zo, f(z0,%0)) = (z0,0) og en glat afbildning G : V — W,
sa W = G(V) er dben og F: W — V og G : V — W er hinandens inverse. Da V er aben findes
et abne intervaller I1 og Is, sé zg € I1, 0 € Iy og I} x I3 C V, og vi kan lige sa godt antage, at
V =1, x I. Der findes nu en glat afbildning g : Iy x I, — R, sa

G(z,w) = (z, g(z,w)),
og pr. konstruktion gaelder
(z,w) = F(G(z,w)) = F(z,g(z,w)) = (z, f(z, g(z, w))),
s& specielt er f(z,g(z,w)) = w for alle z € I, w € I. Definer nu v : I; — R? ved
V(@) = (2, 9(2,0)) = G(x,0).

Da er y(z) € W og

f((@) = F(G(2,0)) = f(z,9(2,0)) =0,
sa y(z) € C og

(x0) = G(z0,0) = F~'(20,0) = (20, o)
Det er klart, at v er glat, den er injektiv med invers (z,y) — z, og den er reguleer, da

v (@) = (1,92(2,0))
aldrig er 0. Egentlig kraever opgaven, at v(0) = p, hvilket vi kan opnd ved i stedet at betragte
I =1, — 2o og definere ¥(t) = v(t + xo) pa I.
Pastanden for det 3-dimensionale tilfzelde bliver fglgende: Lad
C={(z,y,2) €R®| f(z,y,2) = g(,y,2) = 0}

og lad p = (x, Yo, 20) € C. Antag at matricen

(fy fz>
9y 9=z
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er invertibel (lignende udsagn kunne konstrueres for (z,y) og (x, z)). Da findes en dben omegn I
omkring xg og en reguleer kurve v : I — C, sa y(zg) = p.

Antag, at f og g begge er defineret pa en Aben maengde W og definer funktionen F : W — R?
ved F(x,y,2) = (z, f(x,y,2),9(x,y, 2)). Vores antagelse er sat op, si Jacobimatricen

1 0 O
o fy [
9z Gy 9=z

er invertibel. Invers funktion-szetningen giver os da en invers G : V — W til F. Lad g, og g vaere
de glatte funktioner, sa

G(z,y,2) = (2, 91(2,9,2), 92(2, y, 2))-
Nu geelder
(1) (z,y,2) = F(G(x,y,2)) = F(,91(x,y, 2), 92(2, Y, 2))

= (, f(2,91(2, 9, 2), 92(2, 9, 2)), (2, 91 (2, Y, 2), 92(, Y, 2)))-
Definer kurven  pa et passende interval om g ved
~v(x) = (z, g1(x,0,0), g2(x,0,0)) = G(z,0,0).
Fra (1) far vi nu, at
(z, for(x),gor(z)) = (2,0,0),
s& y(z) € C for alle x. Da F(z0, Yo, 20) = (20,0,0) far vi endelig, at
7(x0) = G(20,0,0) = F~1(x0,0,0) = (0,0, 20)

som gnsket. Bemaerk endelig, at v er reguleer pr. konstruktion. O



