GEOMETRI-TQ, UGE 11

Hvis I falder over tryk- eller regne-fejl i nedenstaende, ma I meget gerne sende rettelser til
fuglede@imf.au.dk.

Opvarmningsopgave 1, [P] 5.2.1. Find parametriseringer af de kvadratiske flader i delene (i)—
(xi) 1 Seetning 5.2.2 (fjern origo fra (vi)).
Lgsning. Lad os betragte dem fra en ende.

(i) Kan ses at veere diffeomorf med sfeeren, og man kan fa en lokal parametrisering derfra
(eller lave den fra bunden — f.eks. ved en variation af sfzeriske koordinater, ved at deekke
den med 6 symmetrisk konstruerede kort eller en pendant til stereografisk projektion).

) Denne er en omdrejningsflade.
) Lav et atlas bestdende af to grafparametriseringer.
) Denne er en graf.
v) Ogsa en graf.
) Som i (iii): Betragt fladen som en forening af to grafer af funktioner defineret pa R?\{(0,0)}.
) Omdrejningsflade (homgomorf med en cylinder).
) Forening af to grafer (set som en funktion af enten (z, z) eller (y, z), som ikke atheenger af
) Som (viii) men med blot en enkelt parametrisering.

(x) o(u,v) = (0,u,v).
) 0+(u,v) = (£/p,u,v).

Opvarmningsopgave 2, [P] 6.1.1 (i,ii,iv). Udregn forste fundamentalform af fglgende flader
o(u,v) = (sinh usinh v, sinh u cosh v, sinh u),
o(u,v) = (u—v,u+v,u* + v?),
o(u,v) = (u,v,u? +v?).
Hvilke typer flader er disse?
Losning. For den fgrste er
oy = (coshusinh v, cosh u cosh v, cosh u),
0y = (sinhu cosh v, sinh usinh v, 0).
Det folger, at

2

E = (04,04) = cosh? usinh? v + cosh? u cosh? v 4 cosh?® u
= cosh” u(

sinh? v + cosh? v 4 1) = cosh? u(cosh? v + cosh? v) = 2 cosh? u cosh? v
F = (04,0,) = 2coshusinhucoshvsinh v = 1 sinh(2u) sinh(2v),
= (04,0,) = sinh?(u)(cosh? v 4 sinh? v) = sinh?(u) cosh(2v).
Bemeerk, at koordinaterne opfylder z2 + 22 = y2. Denne flade er den kvadratiske kegle beskrevet

pa side 99.
For den anden finder vi

oy = (1,1,2u), o, =(-1,1,20),
E=4*+2 F=4uw, G=4%+2.
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Definer reparametriseringen ®(u,v) = %(u + v, —u +v). Vi finder, at
o0 ®(u,v) = (u,v, 2 (u® + v* + 2uv + v + v* — 2w)) = (u, v, 3 (u® +v?)),

som er noget, der ligner paraboloiden.
Endelig geelder for den sidste, at

oy = (1,0,2u), o, =(0,1,20),
E=4u*+1, F=4uwv, G=4?+1.

Fladen her er paraboloiden.
|

Opvarmningsopgave 3, [P] 6.1.3. Lad Edu? + 2Fdudv + Gdv? vaere forste fundamentalform
for en fladelap o(u,v) for en flade S. Vis at hvis p er et punkt i billedet af o, og v,w € T,,S, sd er

(v,w) = Edu(v)du(w) + F(du(v)dv(w) + du(w)dv(v)) + Gdv(v)dv(w).
Bevis. Skrivv = du(v)o,+dv(v)o, og w = du(w)o,+dv(w)o,. Resultatet folger umiddelbart. O
[P] 6.1.1 (iii). Find fgrste fundamentalform for o(u,v) = (coshu,sinh u,v) og beskriv fladen.
Bevis. Vi finder, at
0y = (sinhu, coshw,0), o, =(0,0,1),
E =sinh? u + cosh®u = cosh(2u), F =0, G=1.

Bemaerk at koordinaterne i denne opfylde 22 — 2 = 1. En flade med den egenskab kaldes en
hyperbolsk cylinder og ses pa side 100. g

[P] 6.1.4. Lad 6(a,?) og veere en reparametrisering af o(u,v), og lad
Edu? + 2Fdudv + Gdo?,  Edu® + 2Fdudv + Gdudv

vaere deres forste fundamentalformer. Vis at

ou ou ov ov

du = —di + —dv, dv= —du+ —do.
U £ u+8f} v, av £ u—l—(%v
du  Ou
Vis at hvis J = ( U gg) er Jacobimatricen af reparametriseringen (@, ?) — (u,v), sa er
ou v

E F\ L(E F
(5 &)=7(r o)
Bevis. Lad ®(a,0) = (u,v) veere reparametriseringsafbildningen, s ¢ = 0 o . Da er

(6a 05) = Do(a5) = Do) Dz = (0w 0v) <“ 3) :
ou o0
Leeses ligningen sgjlevist, fas

. ou 4 ov
Og = 7=0u “=0v,

ou o

. ou ov
05 = 7=0y + 70y

] ov

Det folger, at

du(s) = 2% = <8udﬁ+ a“d@) (&),

T ou  \ou v
. ov ou .. Ou .\ ,._
du(cs) = i (%du + %dv) (65).
Da &4, 05 udger en basis, kan vi konkludere, at
du @dﬂ + @dﬁ

= ou v
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som gnsket. Tilsvarende vises identiteten for dv.
Hvad angar forste fundamentalform finder vi, at

. ou ov ou ov ou\ 2 Ooudv 0Ovou ow\?
b= <aa”“+ 92" e’ T aa”v> = (au> B+ (auau + auau) F (a) G,

og tilsvarende formler for F og G. Matrixligningen fglger ved indsattelse. ]

[P] 6.2.1. Skriv en isometri fra den cirkuleere kegle (fraregnet en linje) o (u, v) = (ucosv, usin v, u),
u> 0,0 < v < 2m, til en aben delmeengde af z-y-planen.

Losning. Definer afbildningen ved f(ucosv,usinv,u) = (v/2ucos %, V2u cos %, 0). At denne
afbildning er en lokal diffeomorfi er intet under, sa lad os vise, at den er en isometri. Ifglge Korol-
lar 6.2.3 er det tilstraekkeligt at tjekke, at o og f oo har samme fgrste fundamentalform, for f kan
let ses at vaere en diffeomorfi, da afbildningen

(u,v) — (V2u cos 75 V2u cos %)

er det.
For ¢ finder vi

o, = (cosv,sinv,1), o, = (—usinv,ucosv,0),
E=2 F=0 G=u"
For f oo finder vi
(foo)y = (V2cos %,\@Sin %,0), (foo), = (—usin 5 ucos %,O),
E=2 F=0, G=u?
s& det stemmer. ]

[P] 6.2.2. Er afbildningen fra den cirkulzere halvkegle 22 + y? = 22, z > 0 til 2-y-planen, givet
ved (z,y,2) — (z,y) en isometri?

Svar. At dgmme pa sidste opgave er den nok ikke. Linjestykket fra (1,1,2) til (2,2,8) i halvkeglen
har laengde /38 men sendes i linjestykket fra (1,1) til (2,2) som har laengde /2 # +/38. En anden
made at vise det pa ville vaere at observere, at projektionen ikke bevarer forste fundamentalform. m

Ugeseddelopgave 2. Betragt S = {(coswu,sin(2u),v) | u,v € R}. Bestem TS og brug resultatet
til at vise, at S ikke er en reguleer flade.

Bevis. Lad os for modstrid finde 3 kurver i S, der gar gennem 0 og hvis tangenter er linesert
uafheengige. Szet

~v1(t) = ¥2(t) = (cost,sin(2t), 0),
'73(t) = (Oa 07 t)v

hvor v; er defineret pa (5 —¢, 5 +¢), 72 er defineret pa (37” —e, 37”6), og s er defineret pa (—1,1).
Bemaerk forst, at 71 (%) = 72(2F) = 73(0) = (0,0,0). Deres tangenter er i punktet givet ved
71(5) = (=sin§,2cosm,0) = (—1,-2,0),
Y5(2F) = (—sin 2F, 2 cos(3m),0) = (1, —2,0),
73(0) = (0,0,1),
der ses at veere linesert uafhaengige. ]

Ugeseddelopgave 3. For A # 0 er vindelfladen
S = {(vcosu,vsinu, \u) | u,v € R}.

Bekraeft at S er en reguleer flade og vis at projektionsafbildningen 7 : o(R x R\ {0}) — R? x {0}
givet ved 7(x,y, z) = (x,y,0) er en lokal diffeomorfi af flader. Er 7 en diffeomorfi?
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Bevis. Lad o : R?2 — S vaere o(u,v) = (vcosu,vsinu, \u). Hvis o(uy,v1) = o(ug,v2), giver
tredjekoordinaten, at u; = us. Da enten cos(uq) eller sin(uy) er forskellig fra 0, giver den ene af
de to forste koordinater, at v; = vy, sd o er injektiv. Lad (z,y,2) = o(u,v) ligge pa fladen. Idet
vi bemeerker, at 22 + y2 er konstant lig v? pa fladen, lader vi v = /22 + 42 og u = 5. Da er
o(u,v) = (z,y, z), og det er klart, at bade u og v er kontinuerte i (z,y, z). Endelig er

oy = (—vsinu,vcosu, \), o, = (cosu,sinu,0),

som er linesert uafhaengige.

Lad os vise, at m er en lokal diffeomorfi for v # 0, sd lad o(ug,vg) € S, vg # 0. Bemeerk, at
moo(-,v) er parametriseringen af et stykke af en cirkel med radius |v|. Hvis vy > 0 far vi derfor, at
T (wo— 7 u0-+7) x (v0/2,200)) €T injektiv. Tilsvarende geelder for vo < 0, at |y ((uo—m,uo+m) x (200,00,/2))
er injektiv.

Endelig kan vi observere, at 7 i hvert fald ikke er en diffeomorfi, da den ikke er injektiv. O

[P], 6.1.5. Vis at de folgende er ackvivalente:
(1) B, =G, =
(2) oy, er parallel med enhedsnormalen N.
(3) De modstéende sider i en firkant af parameterkurverne fra ¢ har samme leengde.

Vis ogsa, at hvis disse betingelser er opfyldt, si har ¢ en reparametrisering & (%, ) med fgrste
fundamentalform
di® + 2 cos Odadd + div?,

hvor @ er en glat funktion af (@, ). Vis at 6 er vinklen mellem parameterkurverne i 6. Vis ydermere
at hvis & = @+ 0, 0 = @ — U, sd har den resulterende reparametrisering &(4, ) fgrste fundamen-
talform

cos? wdti? + sin? wdb?,
hvor w = 0/2.
Bevis. Lad os forste vise, at de to fgrste betingelser er sskvivalente. Vi har, at
E, = (<‘7quU>)v = 2<0uv7‘7v>7
Gy = ((04,00))u = 2(0pu, Ou)-

Her star, at hvis E, = G, = 0, sd er gy, vinkelret pa span(o,,oc,) og derfor parallel med N.
Omvendt star her ogsa, at hvis oy, er parallel med N, sa er E, = G,, = 0.
Lad os nu vise, at betingelse (1) og (3) er akvivalente. Lad os antage at firkanten i opgaven
har hjgrner med i billedet af de fire punkter (ug,vo), (uo,v1), (u1,v0) 0g (u1,v1). Antag forst, at
E, = G, = 0 og betragt kurven (t) = o(u(t),v(t)). Antag forst, at v(t) = vy er konstant og at
u(t) = t, sd 7 er parameterkurven fra (ug,vo) til (u1,vp). Leengden af + fra ¢ til ¢; (tegning) er if.
formel (6.1) givet ved

/\/Etvo )2 4 2F (t, vo)u! (t)v' (t) + G(t,vo)v' (t)2 dt = /\/ (t,vo) dt.

Da FE udelukkende atheenger af u (idet vi har antaget E, = 0), er dette integral ogsa lig

ty
/ JEG o) dt,
to

som pracis er leengden af parameterkurven fra (ug, vy) til (uq, v1). Helt tilsvarende vises, at kurverne
fra (ug, vo) til (ug,v1) og (u1,vp) til (u1,v1) har samme leengde.

Antag omvendt, at de relevante sider i firkanten har samme leengde. Det betyder sa pr. samme
argument, at fttol VE(t,v) dt ikke aﬂlaenger af v. Det vil sige, at

E
\/ E(t,v)dt = v dt.
/0 WE
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Da dette gaelder for alle g, t1,
at G, = 0.

Lad os nu betragte sidste del af opgaven. Seet @ = LZ) VE()du og v = f;; v/G(v)dv. Da er
reparametriseringsafbildningen ®(u,v) = (@, ) en diffeomorfi, da dens jacobiant er

(1) det D®y, ) = det <\/OE \}%) =VEG #0.

Pr. kaedereglen er

25% =0, s& F, = 0. P4 samme made kan det vises,

. Ou ov
Oq Ju%+0v%7
5 ou ov
o Uu?—l—ov%.

Vi ved allerede fra udregningen i (1), at de blandede led forsvinder, og det fglger, at

B = (60,62) = (23) (00} = (jE)E -1

~ du du Oudv = Ovdu Ov Jv
F={6g,0 EF——+4+F|——=+ —— —,

(0 00) = Bz o5 + (812817+812617) 91 00

gl F
VEVG VEG’
2
G = (63,05) = <gg> (0p,00) = 1.
Bemeerk, at vi fra Cauchy-Schwarz har F? < EG, s8 —1 < \/% < 1, og vi kan velge 0 glat,

sd cos(f) = \/% Med dette valg bliver forste fundamentalform pa den gnskede form, og 6 far
ydermere den rigtige fortolkning, da vinklen mellem parameterkurverne generelt er

(Ga,T5) F
— ——— = ———— = cos 0.
\/<0a70a>\/<%70’ﬁ> VEG
Lad os nu betragte sidste del af opgaven og lad os bare udregne E. De gvrige koeflicienter kan
findes pa lignende vis. Bemeerk forst, at @ = (@ +0), o = (@ — 0). Vi finder, at

E = <aZ& + glj&v;%&a + %5’ﬁ>
1~ 1 -
—Z +(4+4> +1G
1 + 0 0
= B COS —COS B



