GEOMETRI-TQ, UGE 10

Hvis I falder over tryk- eller regne-fejl i nedenstaende, ma I meget gerne sende rettelser til
fuglede@imf.au.dk.

Opvarmningsopgave 1. Betragt fladen S = {(z,y,2) | z = zy}. Bestem en basis for T),S og
beregn en enhedsnormalvektor N i hvert p € S.

Losning. Vi ved fra sidste uge, at o : R? — S givet ved o(u,v) = (u,v,uv) er en parametrisering
af S. I punktet p = o(u,v) € U finder vi, at
oy = (1,0,v), o, =(0,1,u).
Vi ved desuden fra sidst, at disse to vektorer udggr basis for 7;,S. En normalvektor er da givet ved
Oy X Oy (—v,—u, 1)

N = = .
llow x aull v2+u?+1

Opvarmningsopgave 2. Antag at ¢ — (u(t),v(t)) € U er en regulaer plan kurve ogat 0 : U — S
er en regulaer lokal parametrisering af en flade S. Vis at y(¢) = o(u(t),v(t)) er en reguleer kurve
pa S.

Bevis. Vi finder, at

v (t) = %a(u(t)m(t)) = Do (u(t)u(t)) (Z:E:g)

= (u(u®)00) - a(ult). o)) (447)) = o)+ 1)

/
Da t +— (u(t),v(t)) er reguleer, er <Z,Eg) aldrig 0. Da vores lokale parametrisering er reguleer er

0y 0g 0, linezert uafthengige, s nulrummet for matricen bestaende af disse to som sgjler vil veere
trivielt, og specielt er v/(t) # 0. O

Opvarmningsopgave 3, [P] 5.4.1. En af flader 22 — 32 + 2* = 1 og 22 +y? + 2* = 1 er kompakt,
og den anden er ikke; find den kompakte og skitser den.

Bevis. Vipéastar, at den fgrste flade ikke er kompakt; for alle @ € R indeholder den punktet (a, a, 1).
Den er dermed ikke begraenset og kan umuligt vaere kompakt. Den anden flade er kompakt: Den
er begraenset, da den er indeholdt i [—1,1]3, og den er lukket, da den er urbilledet af den lukkede
maengde {1} under den kontinuerte afbildning R? — R givet ved (z,y, ) — 2% + y? + 2*.

Se Figur 1 for en skitse af figuren; for hver fast z-veerdi mellem —1 og 1 bestar den af en cirkel

med radius v1 — z4. O

[P] 4.5.1. Beregn transitionsafbildningen ® mellem de to fladelapper for Mébiusbandet i Eksem-
pel 4.5.3. Vis at den er defineret pa foreningen af to disjunkte rektangler i R?, og at determinanten
af Jacobimatricen er 1 pa det ene rektangel og —1 pa den anden.

oi(t,0) = ((1 — tsin Z) cosf, <1 — tsin Z) sin 0, t cos Z) ,

1 =1,2, pa de abne maengder
Uy ={(t,0) e R? | —-1/2 <t <1/2, 0 <6 < 2r},
U= {(t,0) eR? | -1/2 <t <1/2, —m <0 < 7}
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FIGUR 1. Fladen 22 + y* + 24 =1

Vi finder da, at ® = (03)"loy er defineret pi maengden
o Hoa(U)) ={(t,0) e R?* | =1/2 <t < 1/2, 0< 0 <210 # 7} C U,
der er en forening af de abne rektangler,
Ri={(t,0)cR*| -1/2<t<1/2, 0<0 <7}
Ro={(t,0) e R?| -1/2 <t <1/2, 7 <6< 2nm}.
P& Ry er o1(t,0) = 02(t,0) og
o(t,0) = (t,0),

hvis jacobiant er 1. Betragt (,0) € Rs og lad (£,0) = ®(t,0). Vi har, at § = § — 2. Da o5(f,0) =
o1(t,0) og cos(8/2) = —cos(0/2) folger, at £ = —t, s& vi far alt i alt, at

-1 0
J(b(t,a) = ( 0 1) ’

der har determinant —1. O

Ugeseddelopgave 2. Betragt fladen S = {(z,y,2) € R? | 2 = 22 4+ y?} med lokal parametrisering
o(u,v) = (u,v,u? + v?). Bestem standardnormalen N, for hvert punkt i fladen. Betragt N, som
en afbildning S — S2. Bestem dens billede og beregn differentialet Dy N, af N, i 0.

Losning. Vi har, at o, = (1,0, 2u), o, = (0,1, 20), sd
oy X0,  (—2u,—2v,1)
low x ool VAuZ+ 40 +1°

Vi pastar, at billedet af N, : S — S% er S?N{z > 0}. Lad (x,9,2) € S?, 2 > 0,88 2 = /1 — 22 — y2.

[E— —E 3
Seet u = —5-,v=—5-. Sd er

1 1
VAR + 402 +1= /2222 + 2 /22 + 1= /a2 + 2 + 22 = =
z z

og dermed far vi, at

N, =

Na(u7v) =z (SC/Z,y/Z, 1) = (x,y,z).

Bemeerk omvendt, at tredje koordinat af N, altid er positiv, og billedet er det gnskede. Lad os
endelig finde differentialet DgN, : TS — T(O,Oyl)SQ. Definer to kurver 1,72 : (=1,1) — S ved
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71(t) = 0(t,0) og 12(t) = 0(0,1), sd 41(0) = 04(0,0), 15(0) = 04,(0,0). Da finder vi, at
d (—2t,0,1) _

DoNy(0y) = (Ny071)'(0) = %|t:0ﬁ (—2,0,0),
DN, (0,) = (N, 04)'(0) = d (0,—2¢,1) = (0,-2,0).

T

Ugeseddelopgave 3. Lad S vaere en reguleer flade og lad F : R? — R veere en glat funktion. Sset
VpsF =mps(VF) = m, s(Fy, Fy, F,), hvor m, g er ortogonalprojektionen pa T,,S. Vis at der for
alle glatte kurver med v pa S med ~(tg) = p geelder, at

d .
2 E ol = (VpsE) - (3(t0))-
Konkluder at hvis p er et maksimumspunkt for F', s& er V,, ¢F' = 0. Brug dette resultat til at finde

alle punkter (x,y,2) € S?, hvor F(x,y,z) = zyz antager sit maksimum.

Bevis. Lad o veere en lokal parametrisering der rammer p, og antag uden tab af generalitet at o,
og o, er ortogonale. Da er

Oy Oyp-

7Tp75(VF) =
Tilstraekkeligt taet pa to kan vi skrive v(t) = o(u(t), v(t)), sé keedereglen giver os v/ (t) = u/(t)oy, +
v'(t)o,, og hgjresiden af opgaven bliver
(Vp.sF) - (4(to)) = v/ (tog)VF - 0y + 0 (tog)VF - 0.

Kaedereglen giver for venstresiden, at
d d
Fplt=to (F 0 7) = —le=te (F 0 o (u(?), v(t)))

' (to)
= DEs(u(t),0) Do (u(e),0(0)) (U/(t0)>
=VF - (o,u'(tg) + 0¥ (1)),

som gnsket.

Det fglgende er nok i virkeligheden en meget lettere lgsning, der slipper uden om antagelse pa
oy 0g 0y: Lad N betegne en normalvektor til S i p. Vi ved at V,, sF = VF —tN, hvor ¢ lgser
(VF —tN) - N. Eksplicit geelder, at t = VF - N. Vi ved fra keedereglen, at

d . . .
@t:to (For)=VF-4(ty) = VF - 4(to) — tN - (to)

= Vp,SF . ’}/(to)

Antag nu at p er et maksimumspunkt for F' og lad v1, v2 veere kurver med «; (to) = p, sd v, (to) ud-
spaender T, 5. Antagelsen giver, at F'oy har et maksimum i ¢, og det fplger af forste del af opgaven,
at Vp gF star vinkelret pa bade vi(to) og v5(to). Da V, gF tilhgrer T,,S = span(v;(to), v5(to)),
ma geelde V, g F = 0.

For sidste del af opgaven bemerker vi forst, at VF = (yz, 2z, zy). Tangentplanen i et punkt
(z,y,2) € S? bestar praecis af de vektorer, der star vinkelret pd N = (z,y, z). Altsd er V,, gF =
VF —t(xz,y,z2), hvor ¢t er

t=VF-N = 3zxyz.
Det vil sige, at

Vp.sF = (yz — 3z2yz, xz — 3xyz, vy — 3xyz3).
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Hvis enten z, y, eller z er 0, er F(x,y,z) = 0, hvilket klart ikke er et maksimum, s& antag forst
at hverken z, y, eller z er 0. Da er V,, gF = 0, hvis 1 = 322 = 3y? = 322. Ved at undersgge de
forskellige muligheder finder vi, at F' har maksimum i punkterne

(111>(1 11)<11 1> (111)

ﬁ7 \/g? \/g ) \/§7 \/§7 \/g ) \/g? ﬁ7 ﬁ ) \/g’ \/3 ) \/g )

hvor F i alle fire punkter antager veerdien 373/2. Bemaerk endelig, at F if. noternes Korollar 5.50
rent faktisk antager sin maksimumsvaerdi pé S?, da S? er kompakt. O

Ugeseddelopgave 4. Lad S vaere en regulaer flade og antag at F : R? — R? er en diffeomorfi.
Vis at F'(S) er en reguleer flade og bestem T,y F'(S) for alle punkter p € S.

Bevis. Lad {04,U,} veere et atlas for S. Vi pastar, at {F o 0,,U,} udger et atlas for F(S).
Lad os ferst observere, at de overdaekker: Hvis p € F(S), er F~1(p) € S, s& der findes «, sa
F~Y(p) € 0,(Uy,), og dermed er p € F 0 6,(Uy). Billedet F o 0,(U,) er dbent i F(S), da F er en
homgomorfi fra S til F(S) (da F er en homgomorfi fra R3 til R?) og 0, (U,) er dben i S. Hver
funktion F' o o, er en homgomorfi pa sit billede, da bade F' og o, er homgomorfier. Ligeledes er
F oo, alle glatte, da F' og g, er det. Endelig er de nye parametriseringer reguleere, hvis

(Fooa)u(u,v) = DF; (yv)(0a)u(u,v),
(Fooa)u(u,v) = DF,_ (4)(0a)u(u,v)

er linezert uafhengige. Dette er tilfeeldet, da DF, _ (,,.) er invertibel. Tangentplanen er som altid
udspaendt af disse to vektorer og her star desuden, at

Tpp) F(S) = DE,(T,,5).
O

Ugeseddelopgave 5. Lad S C R? vaere en reguleer flade siledes at T »S er den samme plan for
alle p € S. Antag at for alle p1,ps € S findes e > 0, T' > 0, og en glat kurve v : (0 — e, T + ) med
~¥(0) = p1, Y(T) = pa. Vis at S er en dben delmaengde af en plan.

Bemeaerk at man kan vise, at betingelsen pa S er skvivalent til, at .S er kurvesammenhaengende
og dermed sammenhaengende.

Bevis. Vi vil vise, at der findes v,py € R3, s& (p — po) -v = 0 for alle p € S. Lad py € S veere
vilkarlig, og lad v veere en normalvektor til Tp,, S (og dermed til alle T,,5). Lad p € S veere et andet
punkt og vaelg v som angivet i opgaven, sa v(0) = pg,y(T) = p. Da tangentplanerne alle er antaget
ens ved vi, at v er normal pa T’ ;)S for alle ¢. Vi finder nu, at

d
@(’Y(f)—Po)'UZW/(f)'U—pO'UZ —po - v,

s& (y(t) — po) - v er konstant. Funktionen er 0 for ¢ = 0, og dermed er den det ogsé for t =7. O



