VEJLEDENDE BESVARELSE PA AUGUST 2009-SETTET
2. december 2009

Det fplgende er en vejledende besvarelse pa eksamenssattet i kurset Calculus,
som det sa ud i august 2009. Den tjener primaert til illustration af, hvordan
man bgr formulere en besvarelse skriftligt. Modsat hvad der typisk er tilfzeldet
i matematik, er der ikke en entydig made at gore dette pa, men hvis der var,
ville det vaere den her. Der tages forbehold for alle former for fejl. Rettelser og
kommentarer kan smides pa fuglede@imf.au.dk.

Opgave 1. Lad f betegne funktionen f(x,y) = 2% cosy.
1. Beregn de partielle afledede f, f,, og angiv gradienten V f.
2. Beregn den retningsafledede D, f(2,1) i retningen givet ved enhedsvektoren
u=—=(3,2).
3. Bestem en enhedsvektor v si den retningsafledede D, f(2,1) = 0.

Lgsning. 1) Ved direkte udregning fas, at de partielle afledede er givet ved
fo(z,y) =22 cosy, f,(z,y)=—a*siny.
Det betyder, at V f er givet ved
Vi@,y) = (fo(@,y), fy(2,9)) = (22 cosy, —a? siny).

2) Da de partielle afledede er kontinuerte, er funktionen f differentiabel if. [S]
stn. 11.4.8 og ifglge [S] stn. 11.6.8 er den gnskede retningsafledede givet ved

Duf(2,1) = fo(2.1) 5 + fy(2.y) A
=4cos(1 )f—élsm( )\/%

= \/%(3 cos(1) — 2sin(1)).

3) Idet vi skriver v = (cos#,sinf) er det if. formel 11.6.6 nok at finde 0, sa

~—

fz(2,1)cosf + f,(2,1)sin6 = 0. (1)
Med andre ord skal galde, at
0 =4cos(1)cosf — 4sin(1) sin 6,
men dette er aekvivalent til, at
sin(1) sin @ = cos(1) cos(6).

Idet cos 8 = 0 ikke giver anledning til en lgsning af (1), far vi — idet vi husker,
at tan = sin 6/ cos @ — at ovenstdende ligning er det samme som

1
tan (6 .
() = G
Ligningen (1) har altsa to lgsninger v = (cos,sin @), hvor 0 er givet ved 6 =
arctan (m) [ |



Opgave 2. Betragt 3 x 3-matricen A givet ved

A:

— = =
o O O

1
1
1

1. Beregn det karakteristiske polynomium for A og angiv egenverdierne.
2. Bestem egenrummet hgrende til egenverdien 0 for matricen A.

Lgsning. 1) Pr. definition er det karakteristiske polynomium for A givet ved
det(A — M), der, idet vi udvikler efter anden sgjle, er givet ved

1-X 0 1
det(A — M) = det 1 - 1
1 0 1-2AX

= ANA=N1=-N—=1)==-X1+X=-21-1)
=-(A=0)(A=0)(A-2),

og vi kan aflaese, at egenvaerdierne for A er 0 og 2.
2) Pr. definition er egenrummet givet ved N(A—0I) = N(A), og reekkereduktion
giver, at

1 01 1 01
1 0 1]~10 0 O
1 01 0 0 O

Vi har altsa to frie parametre, og egenrummet bliver

0 -1
N(A) = span 11,0
0 1

Opgave 3. Lad D betegne omradet i planen begrenset af linjerne vt =0, v =4

samt af graferne for funktionerne y = x> og y = —=.

1. Tegn omridet og beskriv det i koordinater som et type I-omrdde.

/[ avaa.

Lgsning. 1) Omradet D fremgér af fig. 1 og kan som type I-omrade beskrives
som

2. Udregn dobbeltintegralet

D={(z,y)|0<a <4, -z <y<a®}



2) Funktionen f givet ved f(x,y) = xy er kontinuert pa D, og if. [S] stn. 12.3.3
fas da, at

4 px? 4 )
[ tewaa= [ [ wydyao= [ G dyds
D 0 —x 0
4 4
= / %:c(x4 — %)) dx = %/ z® — 23 de = %[%xG — %:c‘l];ié
0 0
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Figur 1: Omradet D, der optraeder i opgave 3.

Opgave 4. Betragt folgende vektorer i R3:
u=(0,1,1), z=(1,3,2).
1. Beregn afstanden mellem vektorerne x og u.

2. Beregn den ortogonale projektion v af vektoren x pd underrummet U =
span(u).
3. Beregn den korteste afstand fra x til U.

Lgsning. 1) Afstanden mellem de to vektorer er givet ved

o —ull = (1,2, 1)) = VI2+ 22 1 12 = VG.

2) Projektionen af x pa U er blot projektionen af x pa u, som er givet ved

T-u 0+3+2
u =
U - U O+1+1

3) Som det fremgar af fig. 2, er den korteste afstand fra x til U preecis leengden
af vektoren x — v (eller altsa afstanden fra x til v), der er givet ved

lo—oll = (13, ~Bll = 1+ 1+ 3= /2= 16,

(0,1,1) = 3(0,1,1).

v =



U

Figur 2: Skitse til opg. 4.3.

Opgave 5. Betragt funktionen f givet ved
fla,y) =6 -3z —3y+2°+xy+y°.

1. Bestem det kritiske punkt (a,b) for funktionen f og beregn den kritiske
veerdi f(a,b).

2. Bestem arten af det kritiske punkt (a,b) ved brug af andenordenskriteriet.

Losning. 1) Det kritiske punkt (a,b) skal opfylde, at f,(a,b) = f,(a,b) = 0. De
partielle afledede er givet ved

Jo(w,y) = =3+2v+y, fylr,y)=-3+x+2y.

Vi far derfor, at 0 = —3+2a+0b og 0 = —3+a+2b, der har den entydige lgsning
a=1,b=1, som det ses ved indsattelse. Den kritiske vaerdi er

fla,b)=f(1,1)=6-3—-3+1+1+1=3.

2) Vi betragter [S] stn. 11.7.2 og finder de dobbelt partielt afledede, der her er
givet ved

f;cac(-r;y) =2, fyy(xvy) =2, fxy(may) =1

Idet disse alle er kontinuerte i nerheden af (1,1), og idet vi i seetningens notation
har D = D(a,b) = 2-2 — 12 = 3 > 0 og ydermere, at f,.(a,b) > 0, far vi, at
den kritiske vaerdi er et lokalt minimum. ]

Opgave 6. Lad f vere funktionen givet ved
f(z) = sin(x?).
1. Angiv Maclaurinrekken for funktionen f.

2. Lad F betegne den stamfunktionen til f, der opfylder F(0) = 1. Angiv en
potensrekke i x, der fremstiller F.

Lgsning. 1) Idet Maclaurinraekken for sinz er givet ved

3 2P

smmzz—g—&—ﬁ—---,



er Maclaurinraekken for sin(z2) blot givet ved

sin(2?) = 2% — @ + x—lo — i
3!

4n+2

2n+1)

2) Vi kan finde stamfunktionen F' ved blot at integrere ledvist i Maclaurinraek-
ken. Vi finder da, at

3 357 1’11

F(z):/sm( )dx—CJr?fﬁer*"'

Z x4n+3
2 2n + 1)!(dn + 3)

og da F(0) = C, méa der geelde, at C' =1 i ovenstaende udtryk. ]

Opgave 7. Betragt differentialligningssystemet
Y1 =—y1+2p
Yy = 2y1 — Yo
Det oplyses, at —3 og 1 er egenverdier for systemets koefficientsmatriz A.
1. Bestem egenvektorerne for koefficientmatricen.

2. Angiv lgsningerne til differentialligningssystemet.

3. Bestem den lgsning, der opfylder begyndelsesverdibetingelsen

()-0
y2(0) 1)

Lgsning. 1) Vi finder egenvektoren hgrende til egenvaerdien A\; = —3 ved at
raekkereducere A — 31 og far, at

2 2 11

2 2 0 0/’
hvilket viser, at 1 = (—1, 1) er en egenvektor hgrende til A = —3. Vi observerer,
at dette er rigtigt, idet

A(=1,1) = (3,-3) = —3(—1,1).

For egenvaerdien Ay = 1 ser vi, at

-2 2 1 -1

2 =2 0 0)’
og i dette tilfaelde bliver x5 = (1,1) en egenvektor.
2) Vi ved, at den generelle lgsning er pa formen

4 3t t
(yl( )) — 1Mty + ety = < 016_ —I—czf ’

ya(t) cre”3t + cqe



hvor ¢; og ¢y er konstanter.
3) Ovenstéende udregning viser, at

()= () = (o)

Det ses ud fra disse ligninger, at konstanterne ngdvendigvis bliver ¢; = 0, co = 1,

og den gnskede lgsning bliver
yi(t)) _ (€
y2(t) et )"

Som et tjek ser vi, at ¥} (t) = €' = —e' + 2e' = —y1(t) + 2y2(t), og tilsvarende
er y5(t) = 2y1(t) — y2(t). L



