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Quiz 1.10. Lad {a,} vere en konvergent folge med grenseverdia og f : N — N
en bijektion. Sd er {apm)}nzy 0gsd konvergent med grenseverdi a.

Bevis. Lad € > 0 veere givet. Da {a,} er konvergent, kan vi veelge N e N, s
lan, —a| < ¢ forallen > N.

Veelg N sa f(n) > N for alle n > N. Dette er muligt, for hvis intet sadant
N eksisterede, ville der eksistere uendeligt mange n med f(n) < N. Med andre
ord ville meengden A = {n | f(n) < N} veere uendelig. Da f er en bijektion, er
derfor ogsa f(A) uendelig, men f(A) C {0,1,..., N}, hvilket giver en modstrid,
da en uendelig maengde ikke kan veere indeholdt i en endelig.

Nu geelder s, at |af,) — al < e for alle n > N, hvilket betyder at {as}
er konvergent. [ ]

Opgave 2. Lad {a,} vere en reel talfolge og vis at {a,} er konvergent hvis
og kun hvis der findes et a € R, sd der for hvert ¢ > 0 findes N € N, sa
an €la —e,a+¢[, narn > N.

Bevis. Bemaerk forst at betingelsen a,, €]a — €,a + €[ er skvivalent til, at
la, — al < e, pr. definition af numerisk veerdi. Opgaven siger derfor, at det
er ligegyldigt, om vi skriver |a — a,| < € eller |a — a,| < € i definitionen pa
konvergens. Vi skal vise to implikationer.

Antag forst at {a,} er konvergent med greenseveerdi a. Bemeerk forst, at
graenseveerdien er reel (for antag ellers, at a € C\ R og nd en modstrid). Lad
g > 0 veere givet og lad os vise, at vi kan finde et N € N, 84 |a,, — a| < . Da
{an} er konvergent, kan vi finde et N € N, der afparerer €/2. Med andre ord
kan vi finde et N € N, s&

|an —a\ <

N ™

for n > N. Da ¢/2 < ¢ far vi derfor, at
lan, —a| < ¢,

hvilket er det, vi skulle vise.
Omvendt, antag nu, at der findes N € N, sa |a,,—a| < € forn > N. Da gaelder
specielt, at |a, — a| < e for n > N, hvilket betyder, at {a,} er konvergent. m

Opgave 4. Lad {a,} vere konvergent med grense a. Lad m € N\ {0} og gor
rede for at maengden

{keN|la, —al] <1/m ¥n > k}

har et mindste element n,,. Antag at folgen {nm,}55_, er konvergent. Gor rede
for, at {a,} er konstant fra et vist trin; dvs. at der findes N € N sd a,, = a for
n>N.

Losning. Da {a,} er konvergent, findes et N (atheengende af m) sd

lan, —a] <1/m



for n > N. Tag det mindste N der virker — dette er preecist det efterspurgte
N

Bemaerk nu, at enhver konvergent fglge af naturlige tal er konstant fra et
vist trin. Det var indholdet af beviset for en af opgaverne i Quiz 1, sa specielt er
folgen {n,, }20_; konstant fra et vist trin, da denne var antaget konvergent. Lad
k = lim,, o0 Ny, veere denne konstant. For n > k geelder nu, at |a, —a| < 1/m
for alle m pa én gang. Dette er kun muligt, hvis |a,, — a| = 0, hvilket omvendt
betyder, at a,, = a. Heraf folger pastanden. ]

Opgave 5. Definer folgen {x,}52, rekursivt ved xo =1 og

_ 1 :
Tpn = 75Tn—1 + Xy _1SINTy_1.

Vis at folgen er konvergent og find grenseverdien.

Bewvis. Vi pastar, at

0<a, < (110 + sin(l))n (1)

for alle n. Dette kan ses induktivt: For n = 0 bliver (1) til vurderingen
0<1<1,

der tydeligvis er sand. Antag nu induktivt ulighederne i (1) for n = k og lad
os vise dem for n = k + 1. Da der da specielt geelder, at 0 < x; < 1, er bade
1 . . . o . . . .

15Tk 08 Ty sin(wy,) ikke-negative, sd xx 1 er ikke-negativ, hvilket viser den forste
ulighed. Den anden fglger af vurderingerne

Thy1l = Tn (110 + Sin(xn)) < <110 + sin(l))n <110 + sin(mn)>

1 k41
< | — i .
< (10 + sm(l))

Her har vi brugt, at sin er voksende pa intervallet [0, 1].

Pastanden fra opgaven folger nu fra det sakaldte Klemmelemma, som vi
viser til naeste TO-gang (Opg. 1.18). Lemmaet siger, at en folge (vores {z,}),
som er klemt inde mellem to talfglger, der konvergerer mod det samme (i vores
tilfeelde den konstant talfglge 0 og folgen (1/10+sin(1))™, som konvergerer mod
0, da 1/10 4 sin(1) < 1), vil konvergere mod hvad end de to folger konvergerer
imod (i vores tilfselde 0). Med andre ord, {z,} er konvergent med greenseveerdi
lim, o0 ,, = 0. [ |



