GEOMETRI-TQO, UGE 8

Hvis I falder over tryk- eller regne-fejl i nedenstaende, ma I meget gerne sende rettelser til
fuglede@imf.au.dk.

Opvarmningsopgave 1. Lad X vaere en meengde og 7 familien af alle delmaengder pa X. Vis at
T er en topologi — den diskrete topologi pa X. Vis at (X,7) er kompakt, hvis og kun hvis X er
endelig.

Bevis. Alle delmaengder af X ligger i T, sa det er klart, at de tre betingelser for at veere en topologi
er opfyldt for 7.

Hvis X er endelig, er den ogsa kompakt, som vi fgr har set. Antag at X er kompakt og betragt
for hvert punkt x € X den abne meengde U, = {z}. Da er X = (J .y U, en aben overdakning,
der pr. antagelsen om kompakthed kan udtyndes til en endelig; det vil sige, at

X = UUM = U{xz} ={x1,...,zn},

i=1
sa X er endelig. O

Lemma 1. En forening af et endeligt antal kompakte delmaengder A1, ..., A, af et topologisk rum
X er selv kompakt.

Beuvis. Vi benytter karakterisationen i Lemma 5.33. Lad {U, | a € I} veere en overdakning af
Ay U---UA,. Davil {U,} ogsa veere en overdeekning af hvert A;, s for hvert ¢ = 1,...,n findes
en endelig meengde J; C 1,84 A; C U,. Samlet set far vi, at J = J;U---UJ, C I er endelig,
og

aed;

AjU---UA, C U Uy,
a€cJ
sd Ay U---U A, er kompakt. O

Opvarmningsopgave 2. Lad (X, 7’) vere et Hausdorffrum. Lad
T={UCX|X\U er kompakt i 7'} U.
Vis at T er en topologi pa X.

Bevis. Lad U, vare en familie af meengder 1 7, s& X \ U, er kompakt i 77 for alle a. Da (X, T")
er Hausdorff er meengderne X \ U, ydermere lukkede i 77, pr. Seetning 5.35 (ii). Da er

X\UUa :ﬂ(X\Ua>

ogsd lukket i 7'. Maengden er desuden en delmaengde af den kompakte maengde X \ U,, for et
vilkérligt valg af a, og pr. Seetning 5.35 (i) er maengden kompakt i 77, sa |J, Uq eri T.

Lad Uy, Us ligge i T, sa som for X \ U; er kompakte i 7’ for ¢ = 1,2. Da er

X\(UlﬂUg) = (X\Ul)U(X\UQ)

Da en endelig forening af kompakte maengder if. lemmaet ovenfor selv er kompakt star her, at
UnNnUy,eT.

Endelig er det givet, at § € T, og da X \ X = () er kompakt, er X € T. O

Topologien T er lidt spgjs: Selvom T er antaget Hausdorff, vil 7 kun selv vaere Hausdorff, hvis
X er kompakt i 7.

Opvarmningsopgave 3. Lad U C R2, S C R? en flade og o : U — S en parametrisering af en
aben delmzengde o(U) C S. Vis at W C o(U) er &ben i S, hvis og kun hvis =1 (W) er aben i R2.
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Bevis. Bemeerk forst, at W er aben i o(U), da maengden kan skrives W =W No(U), og o(U) er
aben i S. Da o : U — o(U) er en homgomorfi, og dermed specielt kontinuert, og W C o(U) er
aben, er 0~ 1(W) &ben i U, s vi kan skrive 0~ }(W) = U NV for en 4ben meengde V i R2. Vi
ved, at U er ben i R? (da det ellers slet ikke ville give mening at kalde o en parametrisering), s&
oY (W) er aben i R2.

Omvendt far vi, at hvis o=1(W) er dben i R? og dermed i U, s er W = o(oc~1(W)) &ben i
o(U),da o' :o(U) — U er kontinuert. Da kan vi skrive W = o(U) NV for en 4ben mzengde V i
S, og da o(U) selv er aben, er W aben i S. O

Det fglgende lemma er en umiddelbar generalisering af Opgave 5.9.11, som vi tidligere har set
pa.
Lemma 2. Lad {U,} er en aben overdekning af et topologisk rum X , ladY vere et andet topologisk

rum og lad f : X — Y wvere en funktion. Hvis f|y, er kontinuerte mht. sportopologierne pd U, for
alle «, er f kontinuert.

Bevis. Lad V CY vaere dben. Veelg dbne maengder V,, i X, & (f|y,) (V) = U, NV,. Da U, er
en overdaekning, er

7 ) =UJHlo) 7 ) = Ua 1 Vs
som er aben i X. O

Opvarmningsopgave 4. Lad {o; : U; — S} veere et atlas pd en flade S C R3. Lad f: S — R
veere en funktion. Vis at f er kontinuert, hvis og kun hvis f o g; : U; — R er kontinuert for alle 1.

Bevis. Antag at f : S — R er kontinuert. Da hver o; er kontinuert, er f o o; det ogsa.

Antag nu, at hver f oo; : U; — R er kontinuert. Ved at sammensaette med den kontinuerte
afbildning o; Vyoy(Uy) — U, far vi, at f lo;(U,) er kontinuert for alle i. Resultatet folger nu af
lemmaet ovenfor. |

[S], Opgave 5.9.21. Vis at den n-dimensionale kugleskal S™ = {z € R"*! | ||z|| = 1} er sam-
menhzngende.

Bevis #1. Lad D™ = {x € R™ | ||z|| < 1}. Betragt afbildningerne fy : D™ — S™ givet ved

fr(ze, ... zp) = (xl,...,xn,\/l—x%+-~-+x%),

fo(xy, .o zn) = (ml,...,xn,—\/l_a;%_;_..._i_x%).
Bemeerk nu, at S™ = f,(D") U f_(D"): Lad (21,...,2n, Zni1) € S™ Det vil sige, at
whg=1—ai+-+al,

$& (1,...,&pn, Tns1) er billedet af (x1,...,2,) under fi eller f_, atheengigt af, om x, ;1 er positiv
eller negativ.

Da D™ er konveks, er den ifglge Eksempel 5.28 sammenhaengende, sd fi(D™) er sammenhen-
gende. Da (1,0,...,0) € f4(D™)N f_(D"), folger af Seetning 5.26 (iii), at f(D™)U f_(D") = S"
er sammenhaengende. O

Bevis #2. Hvis man vil tro pa, at R\ {0} er kurvesammenhzengende (de fleste punkter kan
forbindes med rette linjer; man skal bare passe lidt pa tilfzeldet, hvor punkterne ligger diametralt
modsat i forhold til 0), folger af Eksempel 5.28, at R"*!\ {0} er sammenhaengende. Da S™ er
billedet af afbildningen R™*1\ {0} — R"*! givet ved x + x/||z]|, folger af Szetning 5.26 (iv), at
S™ er sammenhaengende. O

[S], Opgave 5.9.23. Vis at S* og S? ikke er homgomorfe.
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Bewvis. Idéen i opgaven er den helt centrale i matematik at finde en god invariant; en stgrrelse, der
bliver bevaret under homgomorfi og dermed kan bruges til at adskille forskellige rum fra hinanden,
hvis invarianterne ikke stemmer overens. I naervaerende opgave er denne invariant kurvesammen-
heengenhed.

Bemeerk forst, at hvis X og Y er topologiske rum, og f : X — Y en homgomorfi, og X er
kurvesammenhaengende, sa er Y det ogsa. Hvis yo,y1 € Y, sd findes en kontinuert kurve ~ :
0,1 = X, 52 7(0) = £~ (), 7(1) = f~*(y1)- Daer fory : [0,1] — Y kontinuert, og £ 0(0) = yo
og fovy(1l) =y

Antag for modstrid, at f : S? — S' er en homgomorfi. Da vil der om vilkarlige punkter
p1,p2 € S? gaelde, at

Fls2\gprpet 2 52\ {p1,p2} = ST\ {f(p1), f(p2)}

ligeledes er en homgomorfi.

Lad p; = (1,0,0),p2 = (0,0,1) € S?. Da er S?\ {p1,p2} kurvesammenhzengende; dette ses
nemmest ved at beskrive punkter og kurver i sfeeriske koordinater. Omvendt pastar vi, at St \
{f(p1), f(p2)} ikke er kurvesammenhaengende, hvilket giver den gnskede modstrid.

Lad

f(p1) = (cos(61),sin(61)), f(p2) = (cos(f2),sin(62))
for 01,02 € (0,27] og antag UTAG, at 61 < 0. Saet
U = {(cos,sinf) € S* | 0 € (01,02)},V = {(cosf,sinf) € S* | § € (62,6, +2m)}.

Disse maengder er disjunkte, ikke-tomme, dbne og forener til hele S!, der derfor ikke er sammen-
haengende, og derfor heller ikke kan veere kurvesammenhangende.

Alternativt kunne man ogsa have benyttet sammenhaengenhedsbegrebet som sin invariant og
vist, at S2\ {IV, S} er ssmmenhaengende. Enten som ovenfor eller ved at bruge et argument i stil
med forrige opgave. O

[S], Opgave 5.9.16. Lad X vere et topologisk rum. Vis at der defineres en aekvivalensrelationen
ved at lade x ~ y pad X, hvis og kun hvis, der findes en sammenhangende delmaengde, som
indeholder bade x og y. Akvivalensklasserne kaldes sammenhaengskomponenter.

Vis at en sammenhaengskomponent er lukket.

Vis at hvis X har endeligt mange sammenhaengskomponenter, sa er de abne.

Find sammenhaengskomponenterne af QQ C R og afggr, om de er abne.

Bevis. Da {x} er ssmmenhaengende for alle € X, er  ~ 2. Hvis der findes en sammenhangende
meengde, der indeholder x og y, vil den ogsa indeholde y og x, s& hvis x ~ y, er y ~ z. Hvis
endelig der for tre punkter x,y og z i X geelder, at der findes en sammenhaengende maengde A, sa
x,y € A og en sammenhaengende maengde B, sd y, z € B, sa vil AU B vaere sammenhangende pr.
Seetning 5.26 (iii), og z,2 € AU B, sd hvis x ~ y og y ~ z geelder = ~ z.

Lad A veere en sammenhaengskomponent. Vi pastar, at A er sammenhaengende. Lad = € A veere
vilkarlig og teenk pa A som

A={yeX|y~a}

For alle y € A findes en sammenhzengende maengde A, indeholdende x og y. Bemeerk, at A, C A,
da vi ellers ville fa en modstrid med definitionen pa A. Som altid geelder nu, at A = Uye 4 Ay, 0g
da alle A, indeholder det samme x folger af Saetning 5.26 (iii), at A er sammenhsengende. Ved at
bruge Saetning 5.26 (ii) med B = A far vi ydermere, at A er sammenhzangende. For hvert z € A
geelder s&, at x ~ z, hvilket betyder, at z € A. Her star, at A = A4, s& A er lukket.

Skriv X = A; U---U A, hvor A;’erne er de disjunkte sammenhaengskomponenter. Da er

A= X\ (AU UAU. A) = (X\A)N-N(X\A)N... (X \A4)

et endeligt snit af abne meengder og dermed abent. Her har vi brugt den almindelige notation, at
et objekt med en hat ikke taelles med i rackken.
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Vi pastar, at sammenhaengskomponenterne for Q er etpunktsmaengder: Hvis = ~ y for z,y € Q,
sé findes A C Q sammenhazengende med z,y € A. Der kan umuligt gaelde, at « # y, for hvis dette
var tilfeeldet, ville der findes et z € R\ Q mellem z og y, og vi ville kunne skrive

A=(AN(—00,2)) U (AN (z,00));

en forening af to ikke-tomme disjunkte delmangder, der begge er abne i A, hvilket strider mod,
at A er sammenhaengende. Etpunktsmaengder er ikke dbne, da der for enhver aben kugle om et
rationalt tal findes andre rationale tal. O

[S], Opgave 5.9.22. Vis at en dben sammenhangende delmeengde af R™ er kurvesammenheen-
gende og at en aben delmangde af R™ er en foreningsmeengde af disjunkte, sammenhzengende og
abne delmaengder.

Bevis. Lad A veere en aben sammenhaengende delmeengde af R™.

For forste del indfgres begrebet kurvesammenhaengskomponent: Vi siger, at © ~ y for z,y € A,
hvis der findes en kontinuert kurve fra x til y. Det er let at indse, at dette definerer en skvivalen-
srelation, og aekvivalensklasserne kalder vi kurvesammenhaengskomponenterne.

Som i sidste opgave finder vi, at kurvesammenhaengskomponenter er kurvesammenhaengende
(og derfor sammenhangende). Lad B vaere en kurvesammenhaengskomponent i A og lad os vise,
at B = A. Dette viser vi ved anvendelse af Proposition 5.23 (iii) ved at vise, at B er bade aben og
lukket. Lad = € B. Da A er aben, findes en &ben kugle om x, der er helt indeholdt i A. Da alle
punkter i denne kugle kan forbindes til £ med en kurve (en ret linje i dette tilfselde), ma hele kuglen
vaere indeholdt i B, som dermed er aben. Af helt samme grund er komplementet til B abent: Hvis
x € B°N A findes en dben kugle om x, der er helt indeholdt i A. Hvis blot ét af elementerne i
denne kugle kunne forbindes med en kurve til et punkt i B, ville det samme galde punktet z, sa
kuglen er helt indeholdt i B¢. Altsa er B lukket og lig A.

Lad for sidste del af opgaven U veere en aben meengde i R"™. Denne er en foreningsmeengde af
sine disjunkte kurvesammenhzengskomponenter, og da U er aben fglger som ovenfor, at kurvesam-
menhaengskomponenterne ogsa er det. O

Opgave A. Et topologisk rum X kaldes lokalkompakt, hvis der for ethvert p € X findes en aben
omegn U af p, sa afslutningen U C X er kompakt. Vis at R™ er lokalkompakt. Antag at X,Y er
lokalkompakte Hausdorffrum. Vis at X x Y med produkttopologien er lokalkompakt.

Beuvis. For at vise at R™ er lokalkompakt, er det nok at indse, at Heine-Borel giver, at afslutningen
af dbne kugler er kompakte, da de er lukkede og begransede.

Lad p = (p1,p2) € X x Y. Da findes en aben meengde U; om p; i X, og en aben maengde
Us om pp i Y, 88 Uy og U, er kompakte i hhv. X og Y. Pr. definition af produkttopologien er
U; x Uy en &ben omegn af (py,ps). Pr. Saetning 5.41 er A = U; x U, kompakt. Da X og Y er
Hausdorff er X x Y det ogsé ifglge Korollar 5.48. Det folger af Seetning 5.35 (ii), at A er lukket, og
da Uy x Uy C A, geelder ogsd Uy x Uy C A. Da fglger af Seetning 5.35 (i), at Uy X Us er kompakt,
som gnsket. ]

Bevis uden Hausdorff-antagelsen. Faktisk kan vi droppe betingelsen om, at X og Y er Hausdorff:
Lad Uy og Uy veere som fgr. At U; x Uz er kompakt folger som fgr, sd det er nok at vise, at
Uy x Uy = Uy x U;. Dette fglger af lemmaet nedenfor. O

Lemma 3. For AC X,BCY gelder Ax B=Ax B.
Bevis. Bemaerk forst, at A x B er lukket i X x Y, da
XxY\(AxB)=(X\A) xYUX x (Y \B).

Da Ax B C Ax B, og A x B er den mindste lukkede delmsengde, der indeholder A x B, star her,
at Ax BC A x B.
Lad os vise, at A x B C A x B. Vi skal altsd med andre ord vise, at

X\int(X\A) xY\int(Y\B) C X xY \int(X xY \ A x B).
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Ved at tage komplementer pa begge sider, bliver dette skvivalent til
(X xY\AxB)CX xY\(X\ (int(X\A)xY\ (int(Y \ B)))
=int(X \ 4) xYUX xint(Y \ B).

Lad (z,y) € int(X x Y \ A x B). Pr. definition af produkttopologien findes abne mengder U og
Vihhv. X ogV, sd (z,y) € U xV,0g U xV C (A x B)°. Dette betyder at der enten geelder
UNA=0eller VN B =10 (for hvis begge snit var ikke-trivielle, kunne man finde et element i
bade U x V og Ax B). Hvis UN A =0, er z € int(X \ A) og ellers er y € int(Y \ B). Under alle
omsteendigheder er

(z,y) €int(X \ A) x YU X xint(Y \ B)
som gnsket. O



