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En stor del af de fszenomener, vi observerer, er af lineszer natur. De naturlige
matematiske objekter i beskrivelsen heraf bliver vektorrum — rum hvor man
kan leegge elementer sammen og gange dem med skalarer — samt afbildninger
mellem disse, der opferer sig peent med hensyn til disse vektorrumsegenskaber;
afbildningerne skal med andre ord veere linesere. Studiet af linesere afbildnin-
ger (pa endeligdimensionale) vektorrum reducerer efter et basisvalg til studiet
af de tilhgrende matrixrepraesentationer. Et gennemgéaende tema i de folgende
opgaver er sammenheengen mellem de linesere afbildninger og deres matrixre-
praesentationer. Hvis I er interesserede i lgsninger af opgaverne, men ikke selv
kan finde pa nogen, skal I selviglgelig bare sige til. @llet kan vindes en uge efter
opgaven er stillet, men I skal selvfglgelig veere velkomne til at give besvarelser
efterfolgende — disse preemieres s& med et navn i en pdf-fil pa nettet.

Olopgave 1. Bemark: Opgaven her er i et vist omfang overfladiggjort af no-
terne (om end formuleret lidt anderledes deri). Sidste del star dog ingen steder
(endnu) og er ganske vigtig.

(a) Betragt R™ med det saedvanlige indre produkt. Vis at en n x n-matrix A
er symmetrisk, hvis og kun hvis der for alle z,y € R™ geelder (Azx,y) =

(z, Ay).

(b) Betragt C™ med det seedvanlige indre produkt. Vis at en n x n-matrix A er
hermitisk /hermitesk/selvadjungeret, hvis og kun hvis der for alle z,y € C"
geelder (Az,y) = (z, Ay).

(c) Lad A veere en selvadjungeret n x n-matrix, og lad S = [J;—,{\;} betegne
matricens spektrum: Samlingen af egenveerdier for A. Vis at spektret er
reelt; med andre ord, vis at S C R.

Resultatet af denne opgave er folgende: Betragt et generelt (endeligdimen-
sionalt) vektorrum V' med et indre produkt og en lineser afbildning L : V — V.
Hvorimens begrebet selvadjungeret giver god mening for matricer, er det ikke
klart, hvad det vil sige for en generel linezr afbildning at veere selvadjungeret.
Opgaven ovenfor leder os til felgende definition: L kaldes selvadjungeret, hvis
der for alle v,w € V geelder (L(v),w) = (v, L(w)) (sml. noternes def. 11.1.21).

Olopgave 2 (Mads (MA2)). Lad L : V — V veere en lineser afbildning pé et
endeligdimensionalt vektorrum V' og lad A veere en matrixrepraesentation for L.
Definer nu det(L) := det(A) og tr(L) := tr(A). Vis at det(L) og tr(L) er velde-
finerede; det vil sige, at de ikke afheenger af den valgte matrixrepraesentation.

Olopgave 3 (Kenneth (MA2), Mads (MA2)). Lad S veere et underrum af R
og betragt projektionen P : R™ — R"™ af en vektor ned pa S.

(a) Gor rede for, at der findes en ortonormalbasis (ug,...,u) for S og bevis,
at denne kan udvides til en ortonormalbasis (41, .. ., Uk, Ugt1, - - -, Up) fOr
R™.



(b) Bevis at matrixrepraesentationen for projektionen i denne basis er givet

(4f)

Dette eksempel giver en intuition om, hvordan generelle projektioner virker:
Givet en tilstraekkeligt smart basis, vil projektionen blot glemme de sidste n —
k indgange i den vektor, den virker pa. Sammen med glopgave 2 kan vi let
udregne forskellige egenskaber ved projektionsafbildninger: Deres spor er f.eks.
tr(P) = k, og der gaelder det(P) = 0, hvis k < n. Det er ligeledes ikke leengere
overraskende, at projektioner af idempotente, eller at de er ikke-invertible for
k <n.

Dlopgave 4 (Tobias (MA1), Mads (MA2)). Ofte i matematikken er man in-
teresserede i sdkaldte invarianter. En invariant er en egenskab, der knyttes til
en samling matematiske objekter, og som forbliver usgendret, nar objekterne ud-
seettes for en transformation af en bestemt type. Vi har i glopgave 2 set, at
determinanten og sporet er eksempler pa egenskaber ved matricer, der ikke sen-
dres ved koordinatskift: Hvis to matricer har forskellig determinant eller spor,
er de altsé ikke relateret ved et koordinatskift. Determinanten og sporet kan ses
som (seerligt interessante) specialtilfeelde af de sakaldte elementeere symmetriske
polynomier evalueret i egenvaerdierne. De elementaere symmetriske polynomier

i n variable x1,...,x, er defineret saledes:
eo(x1,...,2n) =1
er(x1,...,xn) = E Z;
1<j<n
ea(x1,y ..., &y) = g TiTy
1<j<k<n
en(T1,. ., Zpn) = T1T2 - Ty

eller generelt

ek(zla'”axn): g TjLjy Ty,
1<j1 <2< <jr<n

fork=1,...,n.
(a) Lad A veere en 2 X 2-matrix, reel eller kompleks, med (ikke ngdvendigvis

forskellige) egenveerdier A1, Ay € C. Vis at det karakteristiske polynomium
for A er givet ved

pa(z) = 2% —e1 (M, A2)z + ea(A1, Xo) = 22 — tr(A)x + det(A).

(b) Lad A veere en n X n-matrix, reel eller kompleks, med (ikke ngdvendig-
vis forskellige) egenveerdier A1, As,..., A, € C. Vis at det karakteristiske
polynomium for A er givet ved

pa(r) = Z ei(A1,. .., )\n)<—x)"_i_

=0



Bevis at

3

det(A+I): ei()\l,...,)\n).

=0

(¢) Vis at eg(A1,...,\,) er invariant under koordinatskift. Lad L : V —
V vaere en lineser operator pa et reelt n-dimensionalt reelt eller kom-
plekst vektorrum med en matrixrepraesentation A i en given basis, og lad
A1,y . .., Ay veere de tilhgrende egenveerdier. Konkluder af det foregaende, at
ck(L) :=ex (A1, ..., A\n) ikke atheenger af valget af basis. Forklar hvordan
dette generaliserer glopgave 2.

Olopgave 5 (Mads (MA2), Tobias (MA1)). Spektralseetningen kan formuleres
pa flere forskellige mader. Vi ser her pa den reelle udgave af den. Betragt R™ med
det szedvanlige indre produkt og lad A veere en n x n-matrix. Lad A1, ..., Ay
veere alle egenvaerdierne for A, med A\; # A; for ¢ # j. Lad Py, veere projektionen
pa egenrummet Ey, (A). Vis at de folgende er ackvivalente.

(a) A er symmetrisk.

(b) Der findes en ortogonalmatrix U s UL AU = diag(\i, ..., A\m), hvor \;
optraeder Alg()\;) gange, og hvor sgjlerne i U er egenvektorer for A.

(c) Der findes en ortonormalbasis for R™ bestdende af egenvektorer for A.

(d) Egenrummene er ortogonale, og der geelder

A= )\1P>\1 +"'+)‘mP>\m-

Opskrivningen i (d) i ovenstaende kaldes spektraldekompositionen af A. Saet-
ningen geelder ogsa i det uendeligdimensionale tilfeelde, hvor summen erstattes
af et integral med hvad der hgrer til af teknikaliteter; dette tilfeelde undersgges
naermere i forskellige kurser i funktionalanalyse pa matematik. Spektraloplgs-
ningsformuleringen af spektralssetningen dukker ofte op i matematisk fysik; her
folger en (meget) grov forklaring af hvorfor: I klassisk fysik er vi vant til at
taenke pa partikler, som noget der lever i R® og observable (postion, impuls,
energi, ...) er noget, der tager en partikel (og dens hastighed) og giver et tal.
I kvantemekanik er sagen lidt mere kompliceret (om end ganske nydelig). Her
erstattes partikler med tilstande, der er vektorer i et indre produkt-rum H,
hvor det underliggende metriske rum! er fuldsteendigt (i analyse-forstand); et
sakaldt Hilbertrum. Observable repraesenteres i dette billede af selvadjungerede
afbildninger; det vil sige, at spektralssetningen gaelder for dem, og deres spek-
trum (se glopgave 1) er reelt. De mulige udfald af en observation er si preecis
egenveerdierne, og observation svarer til projektion ned pa et egenrum, jf. spek-
traloplgsningen. Navnet spektrum er ikke tilfeeldigt: P4 fig. 1 (som jeg har stjilet
fra nettet) ses f.eks. spektret for brintatomet — de sorte streger svarer til mulige
forskelle i energiniveauer, og disse niveauer svarer igen til egenveerdierne for en
bestemt selvadjungeret afbildning kaldet Hamiltonoperatoren.

IHusk at et indre produkt giver en metrik ved d(v,w) = /(v — w,v — w).
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Figur 1: Brints spektrum

@lopgave 6 (Aben). I denne opgave ser vi nzermere pa den sikaldte funktio-
nalkalkyle: Hvis vi betragter en vilkarlig matrix A og en vilkarlig funktion f,
er det ikke klart, hvad vi vil forsta med f(A). Ved hjelp af diagonalisering kan
vi dog slippe af sted med det: Antag at A er en diagonaliserbar n X n-matrix,
s& A = Xdiag(\1,..., \,) X ! for et passende X og lad f veere en kompleks
funktion defineret pa spektret af A (se opg. 1). Seet nu

F(A) = Xdiag(f(A1), ..., fFn)) X .

(a) Lad os forst indse, at dette begreb giver den rigtige mening for polynomier.
Lad A veere en diagonaliserbar n X m-matrix og lad f : C — C veere
polynomiet f(z) = amy,2z™ + ---a1z + ag. Vis at

flA) =a, A"+ 4+ a1A+ aol.

(b) Herfra saetter kun fantasien greenser; lad os for eksempel kaste et fornyet
blik pa ugeseddelopgaven pa ugeseddel 12. Lad Re: C - RogIm : C — R
betegne realdel og imaginzerdel af et komplekst tal. Lad A, H, S og U veere
som i opgaven. Vis at Re(4) = H ogiIlm(A) = 5, s& A = Re(A) +iIm(A).

(¢) Lad os i samme trad betragte den sékaldte polardekomposition af en in-
vertibel matrix, der svarer til poleerdekompositionen af et komplekst tal
z = |z|e?: Vis nemlig at enhver reel invertibel matrix A kan skrives
A = QP, hvor @ er ortogonal og P er symmetrisk og positiv definit.
(Vink: Vis at matricen vV AT A giver mening i forhold til ovenstaende, og
at den er symmetrisk og positiv definit.)

Til den neeste opgave far vi brug for et par definitioner

Definition. En kvadratisk form @ : F* — F (i n variable) over et legeme F er
et homogent symmetrisk polynomium af grad 2 med n variable; dvs.

n
Q(l’l, . ,xn) = Z al-jxixj,

ij=1



hvor a;; er elementer i F og a;; = a;;. Som i det reelle tilfaelde kan vi til enhver
kvadratisk form knytte en symmetrisk matrix A = (a;;);j, og som vi har set,
er kravet om symmetri ikke essentielt, da z;z; = z;z; og vi generelt kunne
betragte matricen (% (a;; + aj;))i;-

Definition. En bilineer form pa et F-vektorrum V er en afbildning B : VxV —
F, der er lineser i hver variabel. B kaldes symmetrisk, hvis B(v,w) = B(w,v)
for alle v,w € V. B kaldes ikkedegenereret, hvis felgende betingelse er opfyldt:
Hvis der for et v € V geelder, at B(v,w) = 0 for alle w € V, sd er v = 0. Hvis
V' er endeligdimensionalt, og {v1,...,v,} er en basis for V, kan vi knytte en
matrix A til en bilinezer form ved at definere A;; = B(v;,v;).

Olopgave 7 (Aben). Lad os i denne opgave betragte sammenhaengen mellem
kvadratiske former og symmetriske bilinezere former.

(a) Lad B veere en symmetrisk bilineser form pa F”, hvor F er et vilkarligt
legeme. Vis at Q(z) = B(z,z) definerer en kvadratisk form i n variable
over F.

(b) Lad @ veere en kvadratisk form i n variable over F og antag, at der i F
gaelder 14 1 # 0. Vis at udtrykket

B(z,y) = 3(Q(z +y) — Q) — Q1))

definerer en symmetrisk bilinezer form pa F". Forklar hvorfor det er vigtigt,
at 1+1+#0.2

(¢) I (a) har vi defineret en afbildning
{symmetriske bilinezere former} — {kvadratiske former},
og i (b) har vi, nr 1+ 1 # 0, defineret en afbildning
{kvadratiske former} — {symmetriske bilinesere former}.

Vis at de to afbildninger er hinandens inverse, og dermed at de begge
er bijektioner.?> Teorien for kvadratiske former og symmetriske bilinesere
former er derfor den samme, og ofte skelner man ikke mellem de to.

(d) Lad os nu rette vores opmerksomhed mod det reelle tilfeelde. Her har vi
i hovedaksesaetningen set, at vi ved at rotere vort koordinatsystem kan
bringe en vilkarlig kvadratisk form pa en sserligt peen form. Mere praecist
gaelder, at vi givet en kvadratisk form @ over R kan finde en rotationsma-
trix R, s&

Q(Rz) = Mzt +---+ Anxi,

hvor Ai1,..., A, er egenveerdierne for A. Overvej at Q o R er en kvadra-
tisk form med tilhgrende matrix diag(A,...,A,). Hvis vi tillader andre
koordinatskift end rotationer, kan vi forsimple udtrykket yderligere: Lad

?Det mindste naturlige tal m sa summen af m 1-taller i F giver 0 kaldes karakteristikken af
legemet og betegnes char(F). Hvis intet sidant n findes (teenk pa R og C) seetter vi char(F) = 0.
Tilfeeldet char(FF) = 2 giver som i opgaven her anledning til en raekke besynderligheder.

3Den sidste afbildning kaldes undertiden polarisering.



Q@ veere en kvadratisk form over R. Vis at der findes en invertibel matrix
X, sa

Q(Xff):fﬂf+"’+$3*xf+1*"'*x?+s+0x3+s+1+'~+0xi,

for passende 1 og s og hermed, at @ o X er en kvadratisk form med tilhg-
rende matrix diag(1,...,1,—-1,...,—1,0,...0).

e) Vis at tallene r og s, der blev fundet i det ovenstaende er invarianter af
2
Q. Med andre ord, vis at hvis

2 2 2 2 2 2
QYz)=a7+ - Fap —x — =Ty o +0x0, o+ + 0,
for en invertibel matrix Y, s er r =1’ og s = ¢'.

Resultatet i opgave (e) er kendt som Sylvesters treeghedslov og blev bevist i
1852. Parret (r, s) indgér i flere ssmmenhaenge og kaldes signaturen af den kva-
dratiske form /symmetriske bilinezere form.* Et velkendt eksempel pa en symme-
trisk bilinezer form er det indre produkt pa R?, der har signatur (3, 0), da matri-
cen for denne bilinezre form i standardbasen blot er I = diag(1, 1,1). Det indre
produkt spiller en ngglerolle i forstaelsen af geometrien af R3: Ud fra det indre
produkt kan vi fa begreber som vinkel, afstand og leengde. En af hovedpointerne
i den fysiske teori kaldet relativitetsteorien er, at dette i virkeligheden er util-
straekkeligt, og at vi i stedet tvinges til at betragte en symmetrisk bilineser ikke-
degenereret form med signatur (3,1). Meengden R* udstyret med det letteste ek-
sempel pa en sddan form, nemlig Q(xo, x1, T2, T3) = —Toxo+T121 +TaT2+T3T3,
kaldes Minkowskis rumtid® og betegnes ofte R*!. Formen Q er p4 flere punkter
forskellig fra det ssedvanlige indre produkt: F.eks. er den ikke positiv definit, og
udtrykket ||z]|? = Q(z) definerer ikke en norm, som det szedvanligvis ville ggre.

4Nogle steder defineres signaturen til at veere heltallet r — s.
5Se ogsa http://en.wikipedia.org/wiki/Minkowski_space#Structure



